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Μαθηματικά Β Γυμνασίου

Μέρος Β

Κεφάλαιο 2ο 

§ 2.1, 2.2, 2.4


2.1 Εφαπτομένη οξείας γωνίας
· Τι θα μάθουμε

· Τι ονομάζουμε εφαπτομένη γωνίας
· Τι ονομάζουμε κλίση ευθείας

· Τι ονομάζουμε κλίση δρόμου

· Μαθαίνουμε

(1) Τι ονομάζουμε λόγο δύο ευθυγράμμων τμημάτων;
Ονομάζουμε λόγο δύο ευθυγράμμων τμημάτων, που έχουν μετρηθεί με την ίδια μονάδα μέτρησης, τον λόγο των μηκών τους.
(2) Τι ονομάζουμε εφαπτομένη γωνίας;
	Εφαπτομένη μιας οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου ονομάζουμε το πηλίκο της απέναντι κάθετης πλευράς προς την προσκείμενη κάθετη πλευρά  της. 
π.χ. 
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(3) Τι ονομάζουμε κλίση (ή συντελεστή διεύθυνσης) ευθείας;
	Κλίση ή συντελεστή διεύθυνσης α μιας ευθείας με εξίσωση 
[image: image3.wmf]y
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 ονομάζουμε τον σταθερό αριθμό α και ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας ω που σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα 
[image: image4.wmf]xx
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(4) Τι ονομάζουμε κλίση δρόμου;

	Κλίση δρόμου ονομάζουμε την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει ο δρόμος με το οριζόντιο επίπεδο και εκφράζεται επί τις εκατό.
	[image: image6.png]





Παραδείγματα-Εφαρμογές-Μεθοδολογία

Παράδειγμα 1ο 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με υποτείνουσα 
[image: image7.wmf]ΒΓ20cm
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. Αν η μία κάθετη πλευρά έχει μήκος 
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, να υπολογίσετε τις εφαπτόμενες των γωνιών 
[image: image9.wmf]ˆ
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 και 
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Λύση:

	Με το Πυθαγόρειο υπολογίζω την κάθετη πλευρά ΑΓ.
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Έτσι:
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Παράδειγμα 2ο 

Να σχεδιάσετε μια οξεία γωνία ω, με 
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Λύση

	1ο βήμα

[image: image21.emf]
	Κατασκευάζω μια ορθή γωνία 
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	2ο βήμα
[image: image23.emf]
	Στην κατακόρυφη πλευρά 
[image: image24.wmf]Ay

 παίρνω τμήμα AB ίσο με τον αριθμητή του κλάσματος.

	3ο βήμα
[image: image25.emf]
	Στην οριζόντια πλευρά 
[image: image26.wmf]Ax

 παίρνω τμήμα AΓ ίσο με τον παρονομαστή του κλάσματος.

Η γωνία 
[image: image27.wmf]ˆ

ΑΓΒ

 είναι η ζητούμενη


Ερωτήσεις κατανόησης 1-3, σελ. 139, 140

Ασκήσεις 1-5, σελ. 140

Ασκήσεις (Συμπληρωματικές του σχολικού βιβλίου) 
	(1) Να υπολογίσετε τις εφαπτόμενες των  οξειών γωνιών στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο
	[image: image28.emf]

	(2) Να υπολογίσετε τις εφαπτόμενες των  οξειών γωνιών στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο.
	[image: image29.emf]


(3) Να υπολογίσετε την εφαπτομένη καθεμιάς οξείας γωνίας του καθενός από τα παρακάτω ορθογώνιο τρίγωνα:

	[image: image30.emf]
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(4) Αν η κλίση του δρόμου ΔΕ είναι 28%, να υπολογίσετε πόσα μέτρα είναι ψηλότερα το σημείο Ε από το σημείο Ζ.

(5) Να κατασκευάσετε μια γωνία 
[image: image33.wmf]ˆ
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 τέτοια ώστε εφω=0,8.

(6) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image34.wmf]ˆ
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 είναι ΑΒ=6m και εφΓ=0,64. Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΑΓ. 

(7) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image35.wmf]ˆ
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 είναι ΑΒ=0,25ΑΓ. Να υπολογίσετε την εφΒ και την εφΓ.

	(8) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ να υπολογίσετε την κάθετη πλευρά 
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  και τις εφαπτομένες των οξειών γωνιών του.
	[image: image37.emf]

	(9) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΖ να υπολογίσετε την άγνωστη κάθετη πλευρά 
[image: image38.wmf]x

 κάνοντας χρήση της εφαπτομένης της οξείας γωνίας των 
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2.2 Ημίτονο και συνημίτονο οξείας γωνίας
· Τι θα μάθουμε

· Τι ονομάζουμε ημίτονο γωνίας.
· Τι ονομάζουμε συνημίτονο γωνίας.

· Μεταξύ ποιων τιμών βρίσκονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί ημίτονο και συνημίτονο.

· Ποια σχέση συνδέει τους τριγωνομετρικούς αριθμούς ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη.

· Μαθαίνουμε

(1) Τι ονομάζουμε ημίτονο γωνίας;

	Ημίτονο μιας οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου ονομάζουμε το πηλίκο της απέναντι κάθετης πλευράς προς την υποτείνουσα. 

π.χ. 
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	(2) Τι ονομάζουμε ημίτονο γωνίας;

Συνημίτονο μιας οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου ονομάζουμε το πηλίκο της προσκείμενης κάθετης πλευράς προς την υποτείνουσα. 

π.χ. 
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(4) Τι ονομάζουμε κλίση δρόμου;

	Κλίση δρόμου ονομάζουμε την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει ο δρόμος με την οριζόντια ευθεία και εκφράζεται επί τις εκατό.
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(5) Μεταξύ ποιων τιμών βρίσκεται το ημίτονο και το συνημίτονο μιας οξείας γωνίας ω;
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(6) Ποια σχέση συνδέει τους τριγωνομετρικούς αριθμούς ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη;
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(7) Ποια η σχέση των τριγωνομετρικών αριθμών (ημιτόνων, συνημίτονων) συμπληρωματικών γωνιών;

Παρατηρήσεις:

· Το ημίτονο μιας οξείας γωνίας ισούται με το συνημίτονο της συμπληρωματικής της.
· Το συνημίτονο μιας οξείας γωνίας ισούται με το ημίτονο της συμπληρωματικής της.

Παραδείγματα-Εφαρμογές-Μεθοδολογία

Παράδειγμα 1ο 

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
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και κάθετες πλευρές με μήκη 12 και 16. Να υπολογίσετε το ημίτονο και το συνημίτονο της γωνίας 
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Λύση

	[image: image51.emf]
	Με το Πυθαγόρειο θεώρημα υπολογίζω την υποτείνουσα x.
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Παράδειγμα 2ο 

Να σχεδιάσετε μια οξεία γωνία ω, με 
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Λύση

	1ο βήμα

[image: image60.emf]
	Κατασκευάζω μια ορθή γωνία 
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	2ο βήμα
[image: image62.emf]
	Στην κατακόρυφη πλευρά 
[image: image63.wmf]Ay

 παίρνω τμήμα AB ίσο με τον αριθμητή του κλάσματος.

	3ο βήμα
[image: image64.emf]
	Με κέντρο το B και ακτίνα ίση με τον παρονομαστή του κλάσματος γράφω κύκλο, ο οποίος τέμνει την πλευρά 
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 της γωνίας στο Γ. Η γωνία 
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Παράδειγμα 2ο 

Να σχεδιάσετε μια οξεία γωνία ω, με 
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Λύση

	1ο βήμα

[image: image68.emf]
	Κατασκευάζω μια ορθή γωνία 
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	2ο βήμα
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	Στην οριζόντια πλευρά 
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 παίρνω τμήμα AΓ ίσο με τον αριθμητή του κλάσματος.

	3ο βήμα
[image: image72.emf]
	Με κέντρο το Γ και ακτίνα ίση με τον παρονομαστή του κλάσματος γράφω κύκλο, ο οποίος τέμνει την πλευρά 
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 της γωνίας στο B. Η γωνία 
[image: image74.wmf]ˆ

ΑΓΒ

 είναι η ζητούμενη γωνία ω.


Ερωτήσεις κατανόησης 1-3, σελ. 139, 140

Ασκήσεις 1-5, σελ. 140

Ασκήσεις (Συμπληρωματικές του σχολικού βιβλίου)

	(1) Να υπολογίσετε τις εφαπτόμενες των  οξειών γωνιών στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο
	[image: image75.jpg]16,
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	(2) Να υπολογίσετε τις εφαπτόμενες των  οξειών γωνιών στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο.
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(3) Να υπολογίσετε την εφαπτομένη καθεμιάς οξείας γωνίας του καθενός από τα παρακάτω τρίγωνα:









(4) Αν η κλίση του δρόμου ΔΕ είναι 28%, να υπολογίσετε πόσα μέτρα είναι ψηλότερα το σημείο Ε από το σημείο Ζ.

(5) Να κατασκευάσετε μια γωνία 
[image: image77.wmf]ˆ

ω

 τέτοια ώστε εφω=0,8.

(6) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image78.wmf]ˆ
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 είναι ΑΒ=6m και εφΓ=0,64. Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΑΓ. 

(7) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image79.wmf]ˆ
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 είναι ΑΒ=0,25ΑΓ. Να υπολογίσετε την εφΒ και την εφΓ.

	(8) Ένας ξυλουργός έκοψε από το δοκάρι μια γωνία α=30ο . 

Βοηθήστε το ξυλουργό  να στηρίξει το στύλο τοποθετώντας την πλευρά ΑΖ του δοκαριού  στο στύλο.

Ποια είναι η γωνία κοπής β ;

Ποιο είναι το ύψος και το πλάτος στο οποίο έχει τοποθετηθεί ο  στύλος;

Θα μπορούσε ο ξυλουργός να υπολογίσει  τη γωνία β το ύψος και το πλάτος ;
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	(9) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ να υπολογίσετε την κάθετη πλευρά 
[image: image81.wmf]ΒΓα
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  και τις εφαπτομένες των οξειών γωνιών του.
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	(10) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΖ να υπολογίσετε την άγνωστη κάθετη πλευρά 
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 κάνοντας χρήση της εφαπτομένης της οξείας γωνίας των 
[image: image84.wmf]o
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2.4 Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί των γωνιών 30, 45 και 60 μοιρών

· Τι θα μάθουμε

· Ποιο είναι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί των γωνιών 
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· Μαθαίνουμε

(1) Πως υπολογίζουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των  30(  και   60(;

	Κατασκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές 
[image: image89.wmf]ΑΒΒΓΑΓ2
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 Φέρνουμε το ύψος ΑΔ που είναι και διάμεσος οπότε 
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 και τη διχοτόμος της  γωνίας Α  οπότε  
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Στο τρίγωνο ΑΒΔ (
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(2) Πως υπολογίζουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των  45(;

	Κατασκευάζουμε ορθογώνιο  και  ισοσκελές  τρίγωνο ΑΒΓ με 
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Πίνακας τριγωνομετρικών αριθμών των γωνιών 
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Σχόλιο

Ένα από τα ποιο δύσκολα προβλήματα στην εκμάθηση των Μαθηματικών στη σχολική διαδικασία είναι η απομνημόνευση των τριγωνομετρικών αριθμών των χαρακτηριστικών γωνιών 
[image: image131.wmf]ο
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Μπορούμε να την «αγχίνου μνήμη»

Μνήμη αγχίνους ονομάζουμε το μνημονικό τέχνασμα της ανάκλησης στη μνήμη ενός στοιχείου (αριθμού, ονόματος κλπ) με τη βοήθεια άλλου ευκολότερα ανακλητού, με το οποίο έχει κοινά εξωτερικά στοιχεία, λ.χ. για να θυμάται καείς την χρονολογία της Γαλλικής Επανάστασης (1789), θυμάται την ακολουθία των αριθμών 7, 8, 9.

	Γράφουμε τους αριθμούς
	1
	2
	3

	Βάζουμε τετραγωνικές ρίζες
	
[image: image134.wmf]1

 
	
[image: image135.wmf]2

 
	
[image: image136.wmf]4

 

	Υπολογίζουμε αυτές όπου μπορούμε
	1
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	Διαιρούμε με το 2
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Έτσι έχουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών 
[image: image141.wmf]ο
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60

 για το ημίτονο.
Για να βρούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς του συνημιτόνου απλά γράφουμε τους αριθμούς από τον μεγαλύτερο προς τον μικρότερο, δηλαδή 1, 
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Για να βρούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της εφαπτομένης διαιρούμε της τιμές του ημιτόνου με τις αντίστοιχες του συνημιτόνου, δηλαδή:
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Ερωτήσεις κατανόησης 1-4 σελίδα 154

Ασκήσεις 1-10 σελίδες 154, 155
Ασκήσεις (Συμπληρωματικές του σχολικού βιβλίου)

Ερωτήσεις κατανόησης
(1) Τι ονομάζουμε κλίση ενός δρόμου; Πως εκφράζεται συνήθως η κλίση ενός δρόμου; Δώστε ένα παράδειγμα.

(2) Ποια είναι η κλίση ενός οριζόντιου δρόμου; Δικαιολογήστε την απάντησή σας.

(3) Τι ονομάζουμε εφαπτομένη μιας οξείας γωνίας ενός ορθογώνιου τριγώνου;

(4) Τι ονομάζουμε ημίτονο μιας οξείας γωνίας ενός ορθογώνιου τριγώνου; Σχεδιάστε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image149.wmf]o
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(5) Τι ονομάζουμε συνημίτονο μιας οξείας γωνίας ενός ορθογώνιου τριγώνου; Σχεδιάστε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
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. Με τι ισούται το συνΒ και το συνΓ;

(6) Σχεδιάστε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image151.wmf]o
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 και δικαιολογήστε τις ανισώσεις:
α) 
[image: image152.wmf]0
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β) 
[image: image153.wmf]0

συνΒ1
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(7) Αν ω είναι μια οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου, να αποδείξετε ότι:

α) 
[image: image154.wmf]22
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β) 
[image: image155.wmf]ημω
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Ερωτήσεις τύπου «Σωστό-Λάθος»

Στις παρακάτω προτάσεις να κυκλώσετε το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι σωστή, ή το γράμμα Λ αν η πρόταση είναι λανθασμένη.
	(1) 
	Ο λόγος της πλευράς α ενός τετραγώνου προς την διαγώνιό του δ είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα.
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	(2) 
	Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
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 ισχύει 
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	(3) 
	Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image158.wmf]o
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 ισχύει 
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	(4) 
	Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image160.wmf]o
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 ισχύει 
[image: image161.wmf]AG
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	(5) 
	Για κάθε οξεία γωνία ω ενός ορθογωνίου τριγώνου ισχύει 
[image: image162.wmf]0
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	(6) 
	Για κάθε οξεία γωνία ω ενός ορθογωνίου τριγώνου ισχύει 
[image: image163.wmf]συνω1
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	(7) 
	Για κάθε οξεία γωνία ω ενός ορθογωνίου τριγώνου ισχύει 
[image: image164.wmf]0
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	(8) 
	Αν ω είναι μια οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου, τότε ισχύει 
[image: image165.wmf]22
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	(9) 
	Αν ω είναι μια οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου, τότε ισχύει 
[image: image166.wmf]ημω
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	Ισχύει 
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	Ισχύει 
[image: image168.wmf]ο
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	Ισχύει 
[image: image169.wmf]ο
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	Ισχύει 
[image: image170.wmf]ο
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	(14) 
	Ισχύει 
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	(15) 
	Ισχύει 
[image: image172.wmf]οο
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Ερωτήσεις αντιστοίχισης

Να συνδέσετε κάθε παράσταση της στήλης Α, με τον αριθμό της στήλης Β, με τον οποίο είναι ίση.

	Στήλη Α
	Στήλη Β
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Ερωτήσεις διάταξης

Να διατάξετε από την μικρότερη προς την μεγαλύτερη τις παραστάσεις Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ.
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Ασκήσεις

(1) Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαγώνιο ΑΓ=4,5m και γωνία 
[image: image190.wmf]ο

ˆ

ΒΑΓ30

=

. Να υπολογίσετε τα μήκη των πλευρών του.

(2) Να υπολογιστεί ο πραγματικός αριθμός που αντιπροσωπεύει η παράσταση: 
[image: image191.wmf]οο2ο2ο

ημ60συν30ημ455ημ30

×+-

.

(3) Να υπολογιστεί ο πραγματικός αριθμός που αντιπροσωπεύει η παράσταση: 

[image: image192.wmf](

)

οοοοοοοοο

εφ45εφ30εφ60ημ30ημ45ημ60συν30συν45συν60

×××++×××

.

(4) Παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ έχει πλευρά ΑΒ=10m, περίμετρο 28m και γωνία 
[image: image193.wmf]ο

ˆ

Δ45

=

. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του.

(5) Τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις ΑΒ και ΓΔ έχει μήκη πλευρών ΑΒ= 2m, AΔ=3m και γωνίες 
[image: image194.wmf]ο
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Γ30
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 και 
[image: image195.wmf]ο

ˆ

Δ60

=

. Να υπολογίσετε  το εμβαδόν του.
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