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Συναρτήσεις
3.1 Η έννοια της συνάρτησης

Ορισμοί
· Συνάρτηση f από ένα συνόλου Α σε ένα σύνολο Β είναι μια αντιστοιχία των στοιχείων του Α στα στοιχεία του Β, κατά την οποία κάθε στοιχείο του Α αντιστοιχεί σε ένα μόνο στοιχείο του Β. Συμβολίζουμε δε 
[image: image655.emf].
· Το σύνολο Α ονομάζεται πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
[image: image2.wmf]f

.
· Το σύνολο Β ονομάζεται πεδίο τιμών της συνάρτησης 
[image: image3.wmf]f

.

· Κάθε στοιχείο του πεδίου ορισμού συμβολίζεται συνήθως με χ και ονομάζεται ανεξάρτητη μεταβλητή.

· Κάθε στοιχείο του πεδίου τιμών συμβολίζεται συνήθως με y και ονομάζεται εξαρτημένη μεταβλητή.

· Η σχέση που συνδέει την ανεξάρτητη μεταβλητή με την εξαρτημένη μεταβλητή ονομάζεται τύπος της συνάρτησης, συμβολίζεται 
[image: image4.wmf](

)

fx

 και είναι μια αλγεβρική παράσταση.

· Για μια συγκεκριμένη τιμή α της ανεξάρτητης μεταβλητής του πεδίου ορισμού, μέσου του τύπου 
[image: image5.wmf](

)

fx

 αντιστοιχεί μια τιμή β της εξαρτημένης μεταβλητής του πεδίου τιμών που λέγεται εικόνα της 
[image: image6.wmf]f

 για 
[image: image7.wmf]x

α

=

 και συμβολίζεται 
[image: image8.wmf](

)

f

α

.

· Το σύνολο όλων των εικόνων της 
[image: image9.wmf]f

, συμβολίζεται 
[image: image10.wmf](

)

fA

 και ονομάζεται σύνολο τιμών της 
[image: image11.wmf]f

.

· Αν στο τύπο της συνάρτησης αντικαταστήσουμε το 
[image: image12.wmf](

)

fx

 με 
[image: image13.wmf]y

, η εξίσωση που προκύπτει λέγεται εξίσωση της συνάρτησης.
· Πίνακας τιμών μιας συνάρτησης 
[image: image14.wmf]f

, ονομάζεται ένας πίνακας διπλής εισόδου όπως φαίνεται παρακάτω:

	
[image: image15.wmf]x
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[image: image16.wmf]y
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	30


· Όταν μας δίνεται μια συνάρτηση, συνήθως μας δίνεται ο τύπος της ή η εξίσωση της. Π.χ. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image17.wmf](

)

fx3x1

=-

 ή δίνεται η συνάρτηση 
[image: image18.wmf]y3x1

=-

. 

Σημαντικές παρατηρήσεις

· Σε κάθε τιμή 
[image: image19.wmf]x

 αντιστοιχεί μια μόνο τιμή 
[image: image20.wmf]y

.

· Μια τιμή 
[image: image21.wmf]y

 μπορεί να προκύψει από διαφορετικές τιμές 
[image: image22.wmf]x

.

π.χ. στη συνάρτηση 
[image: image23.wmf]2

yx

=

 η τιμή 
[image: image24.wmf]y9

=

 προκύπτει όταν 
[image: image25.wmf]x3

=

 ή 
[image: image26.wmf]x3

=-

.

·  Όταν το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης δεν μας δίνεται είμαστε υποχρεωμένοι να το βρίσκουμε.

π.χ. στη συνάρτηση 
[image: image27.wmf]yx

=

 το πεδίο ορισμού της είναι κάθε μη αρνητικός αριθμός δηλαδή: 
[image: image28.wmf][

)

A0,

=+¥

.

· Σε μια συνάρτηση δεν είναι απαραίτητο να συμβολίζουμε με 
[image: image29.wmf]x

 την ανεξάρτητη μεταβλητή και με 
[image: image30.wmf]y

 την εξαρτημένη μεταβλητή της.

π.χ. στη συνάρτηση 
[image: image31.wmf]s40t

=

 το διάστημα 
[image: image32.wmf]s

 εκφράζεται σαν συνάρτηση του χρόνου 
[image: image33.wmf]t

 δηλαδή 
[image: image34.wmf]t

 η ανεξάρτητη μεταβλητή και 
[image: image35.wmf]s

 η εξαρτημένη μεταβλητή.
· Υπάρχουν συναρτήσεις που η 
[image: image36.wmf]y

 παίρνει πάντα την ίδια τιμή, ανεξάρτητα από ποιες τιμές παίρνει η 
[image: image37.wmf]x

, τότε η συνάρτηση λέγεται σταθερή συνάρτηση.

π.χ. η συνάρτηση 
[image: image38.wmf]6x8

y3x

2

-

=-


Παραδείγματα

1. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image39.wmf]y4x2

=-

. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιμών:
	
[image: image40.wmf]x
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[image: image41.wmf]y


	
	
	
	
	


Λύση:

Για 
[image: image42.wmf]x2

=-

:

[image: image43.wmf](

)

y4228210

=×--=--=-


Για 
[image: image44.wmf]x1

=-

:

[image: image45.wmf](

)

y412426

=×--=--=-


Για 
[image: image46.wmf]x0

=

:

[image: image47.wmf]y402022

=×-=-=-


Για 
[image: image48.wmf]x1

=

:

[image: image49.wmf]y412422

=×-=-=


Για 
[image: image50.wmf]x2

=

:

[image: image51.wmf]y422826

=×-=-=


Συνεπώς, ο πίνακας τιμών είναι:

	
[image: image52.wmf]x
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[image: image53.wmf]y
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2. Ένας οινοπαραγωγός έχει υπολογίσει ότι από κάθε κιλό σταφύλια παράγει 0,3 λίτρα κρασί.

(α) Πόσα λίτρα κρασί θα πάρει από παραγωγή 800 κιλών σταφύλια;
(β) Να εκφράσετε την ποσότητα 
[image: image54.wmf]y

 σε λίτρα του κρασιού, που θα πάρει, ως συνάρτηση της ποσότητας 
[image: image55.wmf]x

 των σταφυλιών που παράγει.

(γ) Πόσα κιλά σταφύλια πρέπει να παράγει, ώστε να πάρει 120 λίτρα κρασί.

Λύση:

(α) Αφού από κάθε κιλό σταφύλια παράγει 0,3 λίτρα κρασί από παραγωγή 800 κιλών σταφύλια θα πάρει 
[image: image56.wmf]0,3800240

×=

 κιλά κρασί.
(β) Από 
[image: image57.wmf]x

 κιλά σταφύλια θα παράγει 
[image: image58.wmf]0,3x

 κιλά κρασί. Δηλαδή 
[image: image59.wmf]y0,3x

=

.

(γ) Από την συνάρτηση 
[image: image60.wmf]y0,3x

=

 για 
[image: image61.wmf]y120

=

 έχουμε: 
[image: image62.wmf]1200,3x

=

 ή 
[image: image63.wmf]1200,3x

0,30,3

=

 δηλαδή 
[image: image64.wmf]x400

=

 κιλά σταφύλια.
3. Ο παρακάτω πίνακας είναι ο πίνακας τιμών της συνάρτησης 
[image: image65.wmf](

)

y

κ3xλ

=-+

. Να βρεθούν τα 
[image: image66.wmf]κ

 και 
[image: image67.wmf]λ

.

	
[image: image68.wmf]x
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[image: image69.wmf]y
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Λύση:

Για 
[image: image70.wmf]x0

=

 είναι 
[image: image71.wmf]y5

=

, οπότε 


[image: image72.wmf](
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=-×+



[image: image73.wmf]λ5

=


Για 
[image: image74.wmf]x1

=

 είναι 
[image: image75.wmf]y7

=

, οπότε 


[image: image76.wmf](
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[image: image77.wmf]5
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[image: image78.wmf]535

κ

+-=


[image: image1.wmf]f:AB
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Επομένως η συνάρτηση είναι: 
[image: image79.wmf]y2x5

=+


Ερωτήσεις κατανόησης
1. Οι συντάξεις μειώνονται κατά 350 €. Η σχέση που εκφράζει τις νέες συντάξεις 
[image: image80.wmf]y

 ως συνάρτηση των παλιών συντάξεων 
[image: image81.wmf]x

, είναι:
(α) 
[image: image82.wmf]y350x

=


(β) 
[image: image83.wmf]yx350

=+


(γ) 
[image: image84.wmf]yx350

=-


(δ) 
[image: image85.wmf]y350x

=-


2. Οι συντάξεις μειώνονται κατά 20%. Η σχέση που εκφράζει τη νέα σύνταξη 
[image: image86.wmf]y

 ως συνάρτηση της παλιάς σύνταξης 
[image: image87.wmf]x

, είναι:

(α) 
[image: image88.wmf]20

yx

100

=+


(β) 
[image: image89.wmf]yx20

=+


(γ) 
[image: image90.wmf]y1,2x

=



(δ) 
[image: image91.wmf]y0,2x

=


3. Το εμβαδόν ενός τριγώνου με βάση 
[image: image92.wmf]x

 και ύψος 
[image: image93.wmf]y

 είναι 
[image: image94.wmf]2

80cm

. Η σχέση που εκφράζει το ύψος 
[image: image95.wmf]y

 ως συνάρτηση της βάσης 
[image: image96.wmf]x

, είναι:

(α) 
[image: image97.wmf]y80x

=



(β) 
[image: image98.wmf]y160x

=+


(γ) 
[image: image99.wmf]160

y

x

=



(δ) 
[image: image100.wmf]y80x

=-


4. Ο πίνακας τιμών:

	
[image: image101.wmf]x
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[image: image102.wmf]y


	4
	1
	0
	1
	4


μπορεί να είναι πίνακας τιμών της συνάρτησης:

(α) 
[image: image103.wmf]y2x8

=+


(β) 
[image: image104.wmf]2

yx

=



(γ) 
[image: image105.wmf]yx

=



(δ) 
[image: image106.wmf]y4

=


5. Στη συνάρτηση 
[image: image107.wmf]6

y

x1

=-

+

, το 
[image: image108.wmf]y

 παίρνει την τιμή 0 όταν:

(α) 
[image: image109.wmf]x2

=-



(β) 
[image: image110.wmf]x0

=



(γ) 
[image: image111.wmf]x1

=



(δ) ποτέ

6. Η Βερόνικα είναι 4 χρόνια μικρότερη από την αδελφή της Ιλάρια. Η σχέση που εκφράζει την ηλικία 
[image: image112.wmf]y

 της Βερόνικας συναρτήσει της ηλικίας της Ιλάριας 
[image: image113.wmf]x

, είναι:

(α) 
[image: image114.wmf]yx4

=+



(β) 
[image: image115.wmf]y4x

=



(γ) 
[image: image116.wmf]y4x

=-



(δ) 
[image: image117.wmf]yx4

=-


7. Να εξετάσετε αν είναι σωστές ή λανθασμένες οι παρακάτω προτάσεις:

	(α)
	Η σχέση που εκφράζει την περίμετρο Π ενός τετραγώνου ως συνάρτηση της πλευράς του α, είναι 
[image: image118.wmf]Π4α

=


	
	

	(β)
	Η σχέση που εκφράζει το εμβαδόν Ε ενός ρόμβου ως συνάρτηση της πλευράς του α, είναι 
[image: image119.wmf]2

E

α

=


	
	

	(γ)
	Στη συνάρτηση 
[image: image120.wmf]4x

y

x3

=

+

, μπορούμε να δώσουμε την τιμή -3
	
	

	(δ)
	Στη συνάρτηση 
[image: image121.wmf]2

yx

=

, μπορούμε να δώσουμε στο χ την τιμή -2
	
	

	(ε)
	Στη συνάρτηση 
[image: image122.wmf]2

yx4

=+

, το 
[image: image123.wmf]y

 μπορεί να πάρει την τιμή -4    
	
	


Ασκήσεις
1. Να συμπληρώσετε τον πίνακα τιμών των παρακάτω συναρτήσεων:
	(α) 
[image: image124.wmf]y4x1

=-


	
[image: image125.wmf]x
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[image: image126.wmf]y


	
	
	
	
	


	(β) 
[image: image127.wmf]13x
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[image: image128.wmf]x
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[image: image129.wmf]y


	
	
	
	
	


2. Να συμπληρώσετε τον πίνακα τιμών των παρακάτω συναρτήσεων:

	(α) 
[image: image130.wmf]2

y4x12

=-


	
[image: image131.wmf]x
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[image: image132.wmf]y


	
	
	
	
	


	(β) 
[image: image133.wmf]2

y6x5x1

=-+


	
[image: image134.wmf]x
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[image: image135.wmf]y


	
	
	
	
	


3. Οι τιμές των τροφίμων επιβαρύνονται με φόρο 13%. Να εκφράσετε τις τιμές 
[image: image136.wmf]y

 με φόρο, ως συνάρτηση των τιμών χωρίς φόρο.
4. Ένας εργάτης παίρνει 600 € το μήνα και 2% του μηνιάτικου για κάθε ώρα υπερωρίας. Να εκφράσετε τον συνολικό του μισθό 
[image: image137.wmf]y

, ως συνάρτηση των ωρών υπερωρίας 
[image: image138.wmf]x

.

5. Ένα ορθογώνιο με διαστάσεις 
[image: image139.wmf]x

, 
[image: image140.wmf]y

 σε 
[image: image141.wmf]cm

.
a. Αν η περίμετρος του ορθογωνίου είναι 40 
[image: image142.wmf]cm

, να εκφράσετε την πλευρά 
[image: image143.wmf]y

 ως συνάρτηση της πλευράς 
[image: image144.wmf]x

.
b. Αν το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι 60 
[image: image145.wmf]2

cm

, να εκφράσετε την πλευρά 
[image: image146.wmf]y

 ως συνάρτηση της πλευράς 
[image: image147.wmf]x

.

6. Ένα τετράγωνο έχει πλευρά με μήκος 
[image: image148.wmf]x

 σε 
[image: image149.wmf]cm

. Να εκφράσετε το εμβαδόν Ε και την περίμετρο Π του τετραγώνου ως συναρτήσεις του 
[image: image150.wmf]x

. Στη συνέχεια, να συμπληρώσετε τον πίνακα τιμών:

	
[image: image151.wmf]x
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[image: image152.wmf]E


	
	
	
	
	

	
[image: image153.wmf]Π


	
	
	
	
	


7. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιμών της συνάρτησης 
[image: image154.wmf]y4x3

=-

:

	
[image: image155.wmf]x
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[image: image156.wmf]y
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8. Η απόσταση Σέρρες - Λάρισα είναι 210 
[image: image157.wmf]km

. Ένα αυτοκίνητο ξεκινάει από Σέρρες και κινείται προς Λάρισα με ταχύτητα 80 
[image: image158.wmf]km

h

. Να εκφράσετε την απόσταση του αυτοκινήτου από την Αθήνα ως συνάρτηση του χρόνου 
[image: image159.wmf]t

.
9. Ένα κατάστημα κάνει εκπτώσεις 10% στις τιμές του. Να εκφράσετε το ποσό που πληρώνουμε για ένα εμπόρευμα ως συνάρτηση της αναγραφόμενης σ’ αυτό τιμής.

10. Ο αριθμητής ενός κλάσματος είναι τετραπλάσιος από τον παρονομαστή του. Να εκφράσετε τον αριθμητή ως συνάρτηση του παρονομαστή.
11. Ένας πίνακας τιμών της συνάρτησης 
[image: image160.wmf]2

yx

βxγ

=++

 είναι ο παρακάτω:
	
[image: image161.wmf]x
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[image: image162.wmf]y
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Να βρείτε τα 
[image: image163.wmf]β

 και 
[image: image164.wmf]γ

.

12. Ένας πίνακας τιμών της συνάρτησης 
[image: image165.wmf](

)

y1

κxλ

=-+

 είναι ο παρακάτω:

	
[image: image166.wmf]x
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[image: image167.wmf]y
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Να βρείτε τα 
[image: image168.wmf]κ

 και 
[image: image169.wmf]λ

.

3.2 Καρτεσιανές συντεταγμένες – Γραφική παράσταση συνάρτησης

Α. Καρτεσιανές συντεταγμένες
Ορισμοί
· Άξονας 
[image: image170.wmf]xx

¢

 ονομάζεται μια ευθεία στην οποία έχουμε ορίσει ένα σημείο της Ο ως αρχή, μια θετική φορά 
[image: image171.wmf]Ox

 και μια μονάδα μέτρησης ΟΙ.

π.χ.

[image: image172.emf]
· Τετμημένη ενός σημείου Α ενός άξονα, είναι ο αριθμός που αντιστοιχεί στον άξονα.
π.χ.


[image: image173]
Το σημείο Α έχει τετμημένη 2

· Ορθοκανονικό σύστημα αξόνων 
[image: image174.wmf]xOy

 ονομάζεται ένα σύστημα δύο αξόνων με την ίδια μονάδα μέτρησης, που τέμνονται κάθετα, στην αρχή τους Ο.

π.χ. 
[image: image175.emf]
· Τετμημένη ενός σημείου Α στο επίπεδο είναι το ίχνος της καθέτου στον άξονα 
[image: image176.wmf]xx

¢

.

· Τεταγμένη ενός σημείου Α στο επίπεδο είναι το ίχνος της καθέτου στον άξονα 
[image: image177.wmf]yy

¢

.

· Συντεταγμένες ενός σημείου Α στο επίπεδο είναι το ζεύγος 
[image: image178.wmf](

)

α,β

, όπου α η τετμημένη και β η τεταγμένη του.

π.χ.

Το σημείο Α έχει τετμημένη 2, τεταγμένη -3 και συντεταγμένες 
[image: image179.wmf](

)

2,3

-

.

Παρατηρήσεις
· [image: image641.jpg]Κάθε σημείο του επιπέδου αντιστοιχεί σε ένα μόνο ζεύγος συντεταγμένων και, αντιστρόφως, κάθε ζεύγος αριθμών αντιστοιχεί σε ένα μόνο σημείο του επιπέδου.

· Το ορθοκανονικό σύστημα αξόνων χωρίζει το επίπεδο σε τέσσερα μέρη που λέγονται τεταρτημόρια. Στο διπλανό σχήμα σημειώνονται τα πρόσημα της τετμημένης και της τεταγμένης σε κάθε τεταρτημόριο.
· Κάθε σημείο του άξονα 
[image: image180.wmf]xx

¢

 έχει τεταγμένη 0.

π.χ. το σημείο 
[image: image181.wmf](

)

K2,0

-

 βρίσκεται στον άξονα 
[image: image182.wmf]xx

¢

.

· Κάθε σημείο του άξονα 
[image: image183.wmf]yy

¢

 έχει τετμημένη 0.

π.χ. το σημείο 
[image: image184.wmf](

)

K0,4

 βρίσκεται στον άξονα 
[image: image185.wmf]yy

¢

.

· Αν 
[image: image186.wmf](

)

A

α,β

 είναι σημείο του επιπέδου, τότε το συμμετρικό του Α ως προς:
· τον άξονα 
[image: image187.wmf]xx

¢

 είναι το σημείο: 
[image: image188.wmf](

)

B

α,β

-


· τον άξονα 
[image: image189.wmf]yy

¢

 είναι το σημείο: 
[image: image190.wmf](

)

Δα,β

-


· την αρχή Ο των αξόνων είναι το σημείο: 
[image: image191.wmf](

)

Γα,β

--


Το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο

[image: image192.emf]
Παραδείγματα:

1. Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α, Β, Γ και Δ του παρακάτω σχήματος:

[image: image193.emf]
Λύση:


[image: image194.wmf](

)

A1,2



[image: image195.wmf](

)

B3,1

--



[image: image196.wmf](

)

Γ5,0



[image: image197.wmf](

)

Δ0,3

-



[image: image198.wmf](

)

E2,3

-


2. Να τοποθετήσετε σε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων τα σημεία: 
[image: image199.wmf](

)

A1,2

-



[image: image200.wmf](

)

B1,2

-



[image: image201.wmf](

)

Γ1,2

--



[image: image202.wmf](

)

Δ1,2


Λύση:

[image: image203.emf]
3. Σε κατάλληλο σύστημα αξόνων να τοποθετήσετε τα σημεία: 
[image: image204.wmf](

)

A1,80



[image: image205.wmf](

)

B2,150

-



[image: image206.wmf](

)

Γ4,200


 Λύση:

[image: image207.emf]
4. Δίνονται τα σημεία 
[image: image208.wmf](

)

A0,2

 και 
[image: image209.wmf](

)

B4,5

. Να βρεθεί η απόσταση ΑΒ.

Λύση:

[image: image642.wmf]κ3

=

Στο τρίγωνο ΑΒΓ εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα:


[image: image210.wmf]222

ABA

ΓΒΓ

=+



[image: image211.wmf]222

AB43

=+



[image: image212.wmf]2

AB169

=+



[image: image213.wmf]2

AB25

=



[image: image214.wmf]AB25

=



[image: image215.wmf]AB5

=

 
5. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές τα σημεία 
[image: image216.wmf](

)

A2,4

, 
[image: image217.wmf](

)

B5,1

, 
[image: image218.wmf](

)

Γ5,7

 είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.
Λύση:
Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΔΒ:


[image: image219.wmf]222

ABA

ΔΒΔ

=+



[image: image220.wmf]222

AB33

=+



[image: image221.wmf]2

AB99

=+



[image: image222.wmf]2

AB18

=


[image: image643.wmf]κ3

=


[image: image223.wmf]AB18

=

 
Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΓΔ:


[image: image224.wmf]222

ΑΓΑΔΓΔ

=+



[image: image225.wmf]222

A

Γ33

=+



[image: image226.wmf]2

A

Γ99

=+



[image: image227.wmf]2

A

Γ18

=



[image: image228.wmf]ΑΓ18

=


Έτσι παρατηρούμε ότι 
[image: image229.wmf]AB

ΑΓ

=

, δηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.
Υπολογίζουμε το μήκος της ΒΓ:


[image: image230.wmf]ΒΓΒΔΔΓ

=+



[image: image231.wmf]B

Γ33

=+



[image: image232.wmf]ΒΓ6

=


Εξετάζουμε με το αντίστροφο του Πυθαγόρειου θεωρήματος αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο:


[image: image233.wmf]22

ΑΒΑΓ

+=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image234.wmf](

)

(

)

22
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+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image235.wmf]1818

=+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image236.wmf]36

=



[image: image237.wmf]22

B

Γ636

==


Συνεπώς 
[image: image238.wmf]222

ΑΒΑΓΒΓ

+=


Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με ορθή γωνία την 
[image: image239.wmf]ˆ

A

.
Ερωτήσεις κατανόησης
1. Να εξετάσετε αν είναι σωστές ή λανθασμένες οι παρακάτω προτάσεις:

a. Το σημείο 
[image: image240.wmf](

)

A3,0

-

 βρίσκεται στον άξονα 
[image: image241.wmf]yy

¢

.

b. Το σημείο 
[image: image242.wmf](

)

K2,1

-

 βρίσκεται στο 2ο τεταρτημόριο.

c. Τα σημεία 
[image: image243.wmf](

)

A2,5

 και 
[image: image244.wmf](

)

B2,5

-

 είναι συμμετρικά ως προς την αρχή Ο των αξόνων.

d. Τα σημεία 
[image: image245.wmf](

)

A2,3

-

 και 
[image: image246.wmf](

)

B2,3

 είναι συμμετρικά ως προς τον άξονα 
[image: image247.wmf]xx

¢

.

2. [image: image644.emf]Να αντιστοιχίσετε κάθε σημείο της Α στήλης με τις αντίστοιχες συντεταγμένες του που βρίσκονται στη Β στήλη, παίρνοντας υπ’ όψιν το σχήμα.

	Α
	Β

	(α) Α
	(1) 
[image: image248.wmf](

)

1,4

-



	
	(2) 
[image: image249.wmf](

)

1,4

--



	(β) Β
	(3) 
[image: image250.wmf](

)

4,1

--



	
	(4) 
[image: image251.wmf](

)

4,1

-



	(γ) Γ
	(5) 
[image: image252.wmf](

)

1,4



	
	(6) 
[image: image253.wmf](

)

1,4

-



	(δ) Δ
	(7) 
[image: image254.wmf](

)

4,1



	
	(8) 
[image: image255.wmf](

)

4,1

-




3. Να συμπληρώσετε τον πίνακα:
	Σημείο
	Συμμετρικό του ως προς τον 
[image: image256.wmf]xx

¢


	Συμμετρικό του ως προς τον 
[image: image257.wmf]yy

¢


	Συμμετρικό του ως προς το Ο

	
[image: image258.wmf](

)

4,2


	
	
	

	
[image: image259.wmf](

)

5,1

-


	
	
	

	
[image: image260.wmf](

)

0,3


	
	
	

	
[image: image261.wmf](

)

2,0

-


	
	
	


Ασκήσεις
1. Να αναπαραστήσετε σε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων τα σημεία 
[image: image262.wmf](

)

A4,0

-

, 
[image: image263.wmf](

)

B2,2

, 
[image: image264.wmf](

)

Γ3,5

-

,  
[image: image265.wmf](

)

Δ4,1

-

, 
[image: image266.wmf](

)

E2,3


2. Να βρείτε σε ποιο τεταρτημόριο βρίσκεται καθένα από τα σημεία 
[image: image267.wmf](

)

A5,1

-

, 
[image: image268.wmf](

)

B2,4

--

, 
[image: image269.wmf](

)

Γ4,5

, 
[image: image270.wmf](

)

Δ2010,2011

-


3. Σε κατάλληλο σύστημα αξόνων να αναπαραστήσετε τα σημεία 
[image: image271.wmf](

)

A200,200

, 
[image: image272.wmf](

)

B300,200

-

, 
[image: image273.wmf](

)

Γ500,200

-

, 
[image: image274.wmf](

)

Δ0,400


4. Σε κατάλληλο σύστημα αξόνων να αναπαραστήσετε τα σημεία 
[image: image275.wmf](

)

A2,350

, 
[image: image276.wmf](

)

B4,200

-

, 
[image: image277.wmf](

)

Γ4,250

-

, 
[image: image278.wmf](

)

Δ1,500

-


5. Σ’ ένα σύστημα αξόνων παίρνουμε τα σημεία 
[image: image279.wmf](

)

A4,1

--

, 
[image: image280.wmf](

)

B4,1

-

, 
[image: image281.wmf](

)

Γ4,1

-

, 
[image: image282.wmf](

)

Δ4,1

-

. Να βρείτε τι τετράπλευρο είναι το ΑΒΓΔ και να υπολογίσετε το εμβαδόν του.

6. Να βρείτε τις αποστάσεις των σημείων 
[image: image283.wmf](

)

K9,12

-

 και 
[image: image284.wmf](

)

Λ5,5

-

:

a. από τον άξονα 
[image: image285.wmf]xx

¢


b. από τον άξονα 
[image: image286.wmf]yy

¢


c. από την αρχή Ο των αξόνων.

7. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές 
[image: image287.wmf](

)

A1,1

-

, 
[image: image288.wmf](

)

B3,1

 και 
[image: image289.wmf](

)

Γ1,5

-

 είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

8. Να βρείτε όλα τα σημεία του επιπέδου που έχουν:

(α) τετμημένη -2
(β) τεταγμένη 7
(γ) τετμημένη ίση με τεταγμένη

9. Να συμπληρώσετε τον πίνακα:

	Σημείο
	Συμμετρικό του ως προς τον 
[image: image290.wmf]xx

¢


	Συμμετρικό του ως προς τον 
[image: image291.wmf]yy

¢


	Συμμετρικό του ως προς το Ο

	
[image: image292.wmf](

)

4,2

-


	
	
	

	
	
[image: image293.wmf](

)

5,1

-


	
	

	
	
	
[image: image294.wmf](

)

2,3

-


	

	
	
	
	
[image: image295.wmf](

)

2,5

-




Β. Γραφική παράσταση συνάρτησης
Ορισμοί
· Γράφημα μιας συνάρτησης 
[image: image296.wmf]f:AB

®

 ονομάζουμε το σύνολο των σημείων 
[image: image297.wmf](

)

(

)

Mx,fx

, όπου 
[image: image298.wmf]xA

Î

.

· Γραφική παράσταση μιας συνάρτησης 
[image: image299.wmf]f:AB

®

 ονομάζουμε την αναπαράσταση του γραφήματος σε ένα σύστημα αναφοράς αξόνων.
Παρατηρήσεις

· Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης δίνει μια εποπτική εικόνα της συνάρτησης και μας βοηθάει να αντλήσουμε χρήσιμες πληροφορίες για την σχέση των μεταβλητών 
[image: image300.wmf]x

 και 
[image: image301.wmf]y

.
π.χ. Για την συνάρτηση 
[image: image302.wmf]2

1

yx2

4

=-

 κάνουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών:

	
[image: image303.wmf]x


	-6
	-4
	-2
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	2
	4
	6

	
[image: image304.wmf]y


	9
	4
	1
	-2
	1
	4
	9


Τα σημεία του πίνακα τιμών αναπαριστάνουμε σε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.

Αν ενώσουμε όλα τα σημεία προκύπτει μια τεθλασμένη γραμμή που μοιάζει με καμπύλη.

Αν χρησιμοποιήσουμε έναν πίνακα τιμών με περισσότερα ζεύγη που μπορεί να μην είναι όλο το γράφημα (καθότι αυτό περιέχει άπειρα σε πλήθος ζεύγη) θα δούμε η τεθλασμένη να είναι η παρακάτω γραμμή.
[image: image305.emf]
· Όταν αναφερόμαστε σε σύστημα αξόνων θα εννοούμε ορθοκανονικό σύστημα εκτός αν δίνεται διαφορετικά.
· Κάθε κάθετη στον άξονα 
[image: image306.wmf]xx

¢

 συναντάει σε ένα το πολύ σημείο τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης

· Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης περνάει από ένα σημείο, μόνο αν οι συντεταγμένες του σημείου επαληθεύουν την εξίσωση της.

Παραδείγματα:

1. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image307.wmf]2

1

yx

2

=-

.
Λύση:

Κατασκευάζω ένα πίνακα τιμών δίνοντας μερικές δικές μας τιμές στην ανεξάρτητη μεταβλητή χ:

	χ
	-4
	-2
	-1
	0
	1
	2
	4

	y
	-8
	-2
	
[image: image308.wmf]1

2

-


	0
	
[image: image309.wmf]1

2

-


	-2
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Παριστάνω στο επίπεδο τα σημεία και ενώνω αυτά με μια γραμμή.
[image: image310.emf]
2. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image311.wmf](

)

=++

y

λ1x2

 διέρχεται από το σημείο 
[image: image312.wmf](

)

A1,4

.
(α) Να υπολογιστεί το λ.

(β) Να συμπληρωθεί ο πίνακας:

	χ
	
	
	0
	
	2

	y
	-2
	0
	
	4
	


(γ) Να γίνει η γραφική παράσταση, όταν 
[image: image313.wmf]2x2

-££

.

Λύση:

(α) Οι συντεταγμένες του σημείου Α επαληθεύουν την εξίσωση  
[image: image314.wmf](

)

=++

y

λ1x2

. Άρα 


[image: image315.wmf](

)

4

λ112

=+×+



[image: image316.wmf]4
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=++



[image: image317.wmf]412

λ

--=



[image: image318.wmf]λ1

=


(β) Η συνάρτηση είναι 
[image: image319.wmf]y2x2

=+

, οπότε έχουμε:

	για 
[image: image320.wmf]y2

=-

: 


[image: image321.wmf]22x2

-=+



[image: image322.wmf]222x

--=



[image: image323.wmf]42x

-=



[image: image324.wmf]42x

22

-

=



[image: image325.wmf]x2

=



	για 
[image: image326.wmf]y0

=

:


[image: image327.wmf]02x2

=+



[image: image328.wmf]22x

-=



[image: image329.wmf]22x

22

-

=



[image: image330.wmf]x1

=-


	για 
[image: image331.wmf]x0

=

:


[image: image332.wmf]y202

=×+



[image: image333.wmf]y02

=+



[image: image334.wmf]y2

=


	για 
[image: image335.wmf]y4

=

:


[image: image336.wmf]42x2

=+



[image: image337.wmf]424x

-=



[image: image338.wmf]22x

=



[image: image339.wmf]22x

22

=



[image: image340.wmf]x1

=


	για 
[image: image341.wmf]x2

=



[image: image342.wmf]y222

=×+



[image: image343.wmf]y42

=+



[image: image344.wmf]y6

=




Επομένως, ο πίνακας συμπληρωμένος είναι:

	χ
	2
	-1
	0
	1
	2

	y
	-2
	0
	2
	4
	6


(γ) Η ζητούμενη γραφική παράσταση είναι:

[image: image345.emf]
Άσκηση
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image346.wmf](

)

y3

λ1x2

=++

 διέρχεται από το σημείο 
[image: image347.wmf](

)

K2,6

-

.
(α) Να υπολογίσετε το λ.

(β) Να συμπληρώσετε τον πίνακα:

	χ
	-2
	-1
	0
	1
	2

	y
	
	
	
	
	


(γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση, όταν 
[image: image348.wmf]2x2

-££

.
3.3 Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image349.wmf]y

αx

=

 και η εφαπτομένη οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου 
1. Πότε δύο ποσά ονομάζονται ανάλογα;

Δύο ποσά ονομάζονται ανάλογα όταν πολλαπλασιάζοντας τις τιμές του ενός ποσού επί έναν αριθμό, πολλαπλασιάζονται και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου με τον ίδιο αριθμό.

2. Ποια σχέση συνδέει δύο ανάλογα ποσά 
[image: image350.wmf]x

 και 
[image: image351.wmf]y

;

Αν 
[image: image352.wmf]x

 και 
[image: image353.wmf]y

 οι αντίστοιχες τιμές δύο ανάλογων ποσών, τότε ο λόγος 
[image: image354.wmf]y

x

 είναι σταθερός.

3. [image: image645.png]


Τι ονομάζουμε γωνία ω μιας ευθείας ε με τον άξονα 
[image: image355.wmf]xx

¢

;
Αν μια ευθεία τέμνει τον άξονα 
[image: image356.wmf]xx

¢

 σε ένα σημείο Κ, τότε αν η ημιευθεία 
[image: image357.wmf]Kx

 αν στραφεί κατά την θετική φορά (αντίθετη προς την κίνηση των δεικτών του ωρολογίου) μέχρι να συμπέσει με την ευθεία ε, διαγράφει μια γωνία ω, η οποία ονομάζεται γωνία ευθείας με τον 
[image: image358.wmf]xx

¢

.

Αν η ευθεία δεν τέμνει τον άξονα 
[image: image359.wmf]xx

¢

 τότε λέμε ότι η γωνία ω είναι 0, δηλαδή 
[image: image360.wmf]ο

ω0

=

.

4. Πόσων μοιρών μπορεί να είναι η γωνία ευθείας με τον 
[image: image361.wmf]xx

¢

;

Η γωνία ω μπορεί να είναι μεγαλύτερη ή ίση των 
[image: image362.wmf]o

0

 και μικρότερη των 
[image: image363.wmf]o

180

, δηλαδή 
[image: image364.wmf]οο

0

ω180

£<

.
5. Τι ονομάζουμε εφαπτομένη οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου;

[image: image646.emf]Εφαπτομένη οξείας γωνίας ω ενός ορθογωνίου τριγώνου ονομάζεται ο λόγος της απέναντι κάθετης πλευράς προς την προσκείμενη κάθετη πλευρά και συμβολίζεται 
[image: image365.wmf]εφω

 δηλαδή:


[image: image366.wmf]κ

εφω

λ

=


6. Υπάρχει εφαπτομένη γωνίας 
[image: image367.wmf]o

90

;
Όχι δεν ορίζεται

7. Υπάρχει εφαπτομένη αμβλείας γωνίας;

Ναι, αλλά θα το μάθουμε σε μεγαλύτερη τάξη

8. Πως υπολογίζεται η εφαπτομένη μιας γωνίας;

Με την χρήση επιστημονικού υπολογιστή τσέπης.

9. Τι ονομάζουμε κλίση ευθείας;

Κλίση ευθείας ονομάζεται η εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει αυτή με τον άξονα 
[image: image368.wmf]xx

¢

.
10. Τι εννοούμε όταν λέμε ότι ο δρόμος έχει 
[image: image369.wmf]10%

 κλίση;

Εννοούμε 
[image: image370.wmf]10

εφω

100

=

 ή 
[image: image371.wmf]εφω0,1

=


Σημαίνει δε, ότι σε κάθε 100 μέτρα που προχωρούμε οριζόντια, ανεβαίνουμε 10 μέτρα ύψος.

11. Ποια η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image372.wmf]y

αx

=

, όπου α πραγματικός αριθμός;
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image373.wmf]y

αx

=

, είναι ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων 
[image: image374.wmf](

)

O0,0

 και έχει κλίση ίση με α.

12. Ποια η συμπεριφορά της 
[image: image375.wmf]y

αx

=

 για τις διάφορες τιμές του α;

	
[image: image376.wmf]α0

=


	
[image: image377.wmf]α0

>


	
[image: image378.wmf]α0

<



	Παριστάνει τον άξονα 
[image: image379.wmf]xx

¢


	[image: image380.emf]
	[image: image381.emf]

	
[image: image382.wmf]ο

ω0

=


	
[image: image383.wmf]οο
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[image: image384.wmf]οο
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13. Όταν μας δίνεται μια συνάρτηση της μορφής 
[image: image385.wmf]y

αx

=

 πως κατασκευάζουμε την γραφική της παράσταση;
Γνωρίζοντας ότι είναι μια ευθεία που διέρχεται από την αρχή 
[image: image386.wmf](

)

O0,0

 των αξόνων μας χρειάζεται ένα ακόμη σημείο για να χαράξουμε την ευθεία. Το δε σημείο βρίσκουμε δίνοντας μια οποιανδήποτε τιμή στην ανεξάρτητη μεταβλητή χ και υπολογίζοντας την εξαρτημένη μεταβλητή y από την εξίσωση της  
[image: image387.wmf]y

αx

=

.

Παραδείγματα

1. Δίνονται οι παρακάτω πίνακες τιμών δύο ποσών:

	χ
	3
	9
	2,7
	-6
	0,54
	108

	y
	1
	3
	0,9
	-2
	0,18
	36


	χ
	1
	2
	4
	6
	8
	10

	y
	2
	4
	6
	8
	10
	12


Να εξεταστεί αν τα ποσά αυτά είναι ανάλογα. Στην περίπτωση που είναι να εκφραστεί το y ως συνάρτηση του x.

Λύση:

(α) Από τον πρώτο πίνακα τιμών έχουμε:


[image: image388.wmf]3

3

1

=

, 
[image: image389.wmf]9

3

3

=

, 
[image: image390.wmf]2,7

3

0,9

=

, 
[image: image391.wmf]6

3

2

-

=

-

, 
[image: image392.wmf]0,54

3

0,18

=

, 
[image: image393.wmf]108

3

36

=


Επομένως τα ποσά είναι ανάλογα. Ο λόγος των τιμών των ποσών είναι:


[image: image394.wmf]x

3

y

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image395.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image396.wmf]3yx

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image397.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image398.wmf]3yx

33

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image399.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image400.wmf]1

yx

3

=


(β) Από τον δεύτερο πίνακα τιμών έχουμε:


[image: image401.wmf]2

2

1

=

, 
[image: image402.wmf]4

2

2

=

, 
[image: image403.wmf]63

42

=


Επομένως τα ποσά δεν είναι ανάλογα.

2. Μια ευθεία περνάει από την αρχή των αξόνων και από το σημείο 
[image: image404.wmf](

)

A2,8

-


(α) Να σχεδιαστεί η ευθεία

(β) Να βρεθεί η εξίσωση της συνάρτησης που παριστάνει την παραπάνω ευθεία.
[image: image647.emf]
Λύση:

(α) Η ευθεία έχει σχεδιαστεί στο διπλανό σχήμα.

(β) Η συνάρτηση είναι της μορφής: 
[image: image405.wmf]y

αχ

=

.

Οπότε επειδή η ευθεία διέρχεται από το σημείο Α, οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση 
[image: image406.wmf]y

αx

=

. Άρα είναι:


[image: image407.wmf]8

α2

-=×



[image: image408.wmf]82

α

22

-

=



[image: image409.wmf]α4

=-


Συνεπώς η συνάρτηση έχει εξίσωση 
[image: image410.wmf]y4x

=-

.
3. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με κάθετες πλευρές 
[image: image411.wmf]AB7cm

=

 και 
[image: image412.wmf]A

Γ11cm

=

.
[image: image648.emf](α) Να βρεθούν οι εφαπτομένες των οξειών γωνιών του τριγώνου. 
(β) Αν υπολογιστεί το γινόμενο 
[image: image413.wmf]εφΒεφΓ

×

 τι παρατηρείτε; 
Λύση:

(α) Είναι 
[image: image414.wmf]ΑΓ11

εφΒ

ΑΒ7

==

 και 
[image: image415.wmf]ΑΒ7

εφΓ

ΑΓ11

==


(β) Είναι 
[image: image416.wmf]117

εφΒεφΓ1

711

×=×=


Παρατηρούμε ότι οι εφαπτομένες των οξειών γωνιών ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι αντίστροφοι αριθμοί.
4. [image: image649.emf]Σε ένα σύστημα αξόνων 
[image: image417.wmf]xOy

 παίρνουμε το σημείο 
[image: image418.wmf](

)

A3,4

.
(α) Να βρεθεί η εφαπτομένη της γωνίας 
[image: image419.wmf]ˆ

xOA

.

(β) Τι εκφράζει ο λόγος 
[image: image420.wmf]τεταγμένητουτουΑ

λ

τετμημένητουΑ

=


Λύση:

(α) Αν 
[image: image421.wmf]ˆ

ΑΟΒω

=

, τότε 
[image: image422.wmf]ΑΒ4

εφω

ΟΒ3

==

.
(β) Επειδή 
[image: image423.wmf]4

λ

3

=

, εκφράζει την εφαπτομένη της γωνίας 
[image: image424.wmf]ˆ

xOA

.

5. Στο διπλανό τρίγωνο να υπολογίσετε: 
(α) την 
[image: image425.wmf]εφω



(β) την 
[image: image426.wmf]εφφ

 [image: image650.emf]
Λύση:
(α) Εφαρμόζω το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο με πλευρές 15, 9, χ:


[image: image427.wmf]222

159x

=+



[image: image428.wmf]2

22581x

=+



[image: image429.wmf]2

22581x

-=



[image: image430.wmf]2

x144

=



[image: image431.wmf]x144

=



[image: image432.wmf]x12

=


Συνεπώς 
[image: image433.wmf]124

εφω

93

==

.

(β) Εφαρμόζω το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο με πλευρές χ, y, 20:


[image: image434.wmf]222

2012y

=+



[image: image435.wmf]2

400144y

=+



[image: image436.wmf]2

400144y

-=



[image: image437.wmf]2

256y

=



[image: image438.wmf]y256

=



[image: image439.wmf]y16

=


Συνεπώς 
[image: image440.wmf]123

εφφ

164

==

 .
Ερωτήσεις κατανόησης
1. Δίνεται ο παρακάτω πίνακας τιμών δύο ποσών:
	χ
	0,5
	1
	2
	3
	6

	y
	2,5
	5
	10
	15
	30


Να εξετάσετε αν τα ποσά είναι ανάλογα.
2. Δίνεται ο παρακάτω πίνακας τιμών δύο ποσών:

	χ
	27
	30
	2
	21
	5

	y
	81
	90
	6
	84
	20


Να εξετάσετε αν τα ποσά είναι ανάλογα. 

3. Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες λανθασμένες:
	(α)
	Η συνάρτηση 
[image: image441.wmf]=

y0

 έχει γραφική παράσταση τον άξονα 
[image: image442.wmf]y'y

.
	

	(β)
	Η ευθεία 
[image: image443.wmf]1

yx

2

=

 έχει κλίση -2.
	

	(γ)
	Η ηλικία του Απόστολου σήμερα είναι τετραπλάσια της ηλικίας της κόρης του Ιλάριας, άρα τα ποσά είναι ανάλογα.
	

	(δ)
	Όλες οι ευθείες της μορφής 
[image: image444.wmf]y

λx

=

 όπου λ είναι πραγματικός αριθμός, διέρχονται από την αρχή των αξόνων.
	

	(ε)
	Η συνάρτηση 
[image: image445.wmf](

)

y21x

=+

 δεν έχει γραφική παράσταση ευθεία.
	


4. Σε κάθε ευθεία της Α στήλης να αντιστοιχίσετε την κλίση της στην Β στήλη.
	Α
	Β

	(α)
	
[image: image446.wmf]y5x

=


	(i)
	
[image: image447.wmf]2



	(β)
	
[image: image448.wmf]1

yx

3

=-


	(ii)
	5

	(γ)
	
[image: image449.wmf]y2x

=-


	(iii)
	
[image: image450.wmf]2

-



	(δ)
	
[image: image451.wmf]y5x

=-


	(iv)
	
[image: image452.wmf]1

3

-



	(ε)
	
[image: image453.wmf]y2x

=


	(v)
	-5


5. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση:
(α) Ποια από τις παρακάτω ευθείες είναι η 
[image: image454.wmf]y5x

=

;

	[image: image455.emf]
	[image: image456.emf]
	[image: image457.emf]
	[image: image458.emf]


(β) Η ευθεία 
[image: image459.wmf]y3x

=-

 έχει κλίση:
	Α.
	
[image: image460.wmf]1

3

-


	Β.
	-3
	Γ.
	3
	Δ.
	
[image: image461.wmf]1

3




(γ) Οι τιμές 
[image: image462.wmf]x10

=

 και 
[image: image463.wmf]y6

=

 είναι τιμές των ανάλογων ποσών χ και y. Ποιος από τους παρακάτω τύπους εκφράζει το 
[image: image464.wmf]y

 ως συνάρτηση του 
[image: image465.wmf]x

;

	Α.
	
[image: image466.wmf]y0,6

χ

=


	Β.
	
[image: image467.wmf]10

yx

6

=


	Γ.
	
[image: image468.wmf]5

yx

3

=-


	Δ.
	
[image: image469.wmf]3

yx

5

=-




6. [image: image651.emf]Σε κάθε γωνία κ, λ, μ, θ, φ, ω του διπλανού σχήματος να αντιστοιχίσετε τη εφαπτομένη της.
	Α
	Β

	(α) ω
	(i) 2

	(β) μ
	(ii) 
[image: image470.wmf]4

5



	(γ) λ
	(iii) 
[image: image471.wmf]1

4



	(δ) κ
	(iv) 1

	(ε) φ
	(v) 
[image: image472.wmf]1

2



	(στ) θ
	(vi) 
[image: image473.wmf]5

4




Ασκήσεις

1. Δίνεται ο παρακάτω πίνακας τιμών δύο ποσών:

	χ
	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5

	y
	1,5
	3
	4,5
	6
	7,5


Να εξεταστεί αν τα ποσά είναι ανάλογα. Αν ναι, να εκφράσετε το y ως συνάρτηση του χ.

2. Δίνεται ο παρακάτω πίνακας τιμών δύο ποσών:

	χ
	18
	25
	4
	13
	5

	y
	36
	50
	8
	26
	10


Να εξεταστεί αν τα ποσά είναι ανάλογα. Αν ναι, να εκφράσετε το y ως συνάρτηση του χ.

3. Αν για 4 κιλά μανταρίνια πληρώνουμε 4,80 €, να βρείτε πόσο θα πληρώσουμε για 9 κιλά μανταρίνια. Στη συνέχεια να εκφράσεται την αξία y των μανταρινιών ως συνάρτηση του βάρους χ.
4. Με 6 κιλά αλεύρι γίνονται 24 πίτσες. Πόσα κιλά αλεύρι χρειάζονται για να γίνουν120 πίτσες; Ποια είναι η συνάρτηση που εκφράζει την ποσότητα y των τεμαχίων της πίτσας συναρτήσει της ποσότητας χ του αλευριού;

5. Αν σε διάστημα 4 ωρών, μια δεξαμενή δέχεται 300 λίτρα νερό, να συμπληρώσετε τον πίνακα:

	χ
	4
	
	6
	
	8

	y
	
	375
	
	525
	


6. Στο ίδιο σύστημα αξόνων να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image474.wmf]y2x

=

 και 
[image: image475.wmf]1

yx

2

=-

.

7. Στο ίδιο σύστημα αξόνων να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image476.wmf]y3x

=

, 
[image: image477.wmf]1

yx

3

=

 και 
[image: image478.wmf]y3x

=-

.

8. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image479.wmf]y2x

=-

 όταν 
[image: image480.wmf]0x4

££

.
9. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image481.wmf]y

αx

=

. Να βρεθεί το α, αν η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο 
[image: image482.wmf](

)

2,4

-

.
10. Μια ευθεία ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σημείο 
[image: image483.wmf](

)

K3,4

. Να σχεδιάσετε την ευθεία αυτή και να βρείτε ποια συνάρτηση έχει την ευθεία αυτή για γραφική παράσταση.

3.4 Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image484.wmf]y

αxβ

=+


1. Ποια η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image485.wmf]y

αxβ

=+

, όπου α, β πραγματικοί αριθμοί;

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image486.wmf]y

αxβ

=+

, 
[image: image487.wmf]β0

¹

 είναι μια ευθεία παράλληλη της ευθείας με εξίσωση 
[image: image488.wmf]y

αx

=

, που διέρχεται από το σημείο 
[image: image489.wmf](

)

0,

β

 του άξονα 
[image: image490.wmf]yy

¢

.
2. Τι ονομάζουμε κλίση της ευθείας 
[image: image491.wmf]y

αxβ

=+

;

Κλίση της ευθείας 
[image: image492.wmf]y

αxβ

=+

 ονομάζεται ο συντελεστής α του x.
Παραδείγματα
(1) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image493.wmf]y2x

=-

, 
[image: image494.wmf]y2x3

=-+

 και 
[image: image495.wmf]y2x3

=--

, όπου 
[image: image496.wmf]x

 ο πραγματικός αριθμός.

 Λύση:
	[image: image497.emf]
	Η γραφική παράσταση της 
[image: image498.wmf]y2x

=-

 είναι ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων 
[image: image499.wmf](

)

O0,0

. Για να την σχεδιάσουμε χρειαζόμαστε ένα ακόμη σημείο της. Δίνουμε στην εξίσωση 
[image: image500.wmf]y2x

=-

 μια τυχαία τιμή στη μεταβλητή 
[image: image501.wmf]x

 π.χ. 
[image: image502.wmf]x1

=-

 και υπολογίζουμε την αντίστοιχη τιμή του 
[image: image503.wmf]y

: 
[image: image504.wmf](

)

y212

=-×-=

. Αυτό σημαίνει ότι η ευθεία διέρχεται από το σημείο 
[image: image505.wmf](

)

A1,2

-

. Ενώνουμε τα σημεία Ο και Α και προεκτείνουμε. Η γραφική παράσταση της 
[image: image506.wmf]y2x

=-

 φαίνεται στο διπλανό σχήμα.


	[image: image507.emf]
	Η γραφική παράσταση της 
[image: image508.wmf]y2x3

=-+

 είναι ευθεία παράλληλη με την 
[image: image509.wmf]y2x

=-

 και τέμνει τον άξονα 
[image: image510.wmf]yy

¢

 στο σημείο 
[image: image511.wmf](

)

0,3

 Για τον σχεδιασμό της χρειαζόμαστε εκτός από το σημείο  
[image: image512.wmf](

)

0,3

 ακόμη ένα σημείο. Αυτό μπορούμε να το βρούμε βάζοντας στη θέση της μεταβλητής 
[image: image513.wmf]y

 τον αριθμό 0 και λύνοντας την εξίσωση ως προς 
[image: image514.wmf]x

. Έτσι: 


[image: image515.wmf]02x3

=-+



[image: image516.wmf]2x3

=



[image: image517.wmf]2x3

22

=



[image: image518.wmf]3

x

2

=


Συνεπώς η ευθεία διέρχεται εκτός του σημείου 
[image: image519.wmf](

)

0,3

 και από το σημείο 
[image: image520.wmf]3

,0

2

æö

ç÷

èø

. Ενώνουμε τα σημεία 
[image: image521.wmf](

)

0,3

, 
[image: image522.wmf]3

,0

2

æö

ç÷

èø

 και προεκτείνουμε. Η γραφική παράσταση της 
[image: image523.wmf]y2x3

=-+

 φαίνεται στο διπλανό σχήμα.


Ερωτήσεις κατανόησης
(1) Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες λανθασμένες:

	(α)
	Η ευθεία 
[image: image524.wmf]y3x5

=-+

 είναι παράλληλη με την 
[image: image525.wmf]y3x

=-

.
	

	(β)
	Η ευθεία 
[image: image526.wmf]y3

=-

 είναι παράλληλη στον άξονα 
[image: image527.wmf]yy

¢

.
	

	(γ)
	Η ευθεία 
[image: image528.wmf]x4

=

 είναι κάθετη στον άξονα 
[image: image529.wmf]xx

¢

.
	

	(δ)
	Η ευθεία 
[image: image530.wmf]2

yx1

3

=-

 έχει αρνητική κλίση.
	

	(ε)
	Το σημείο 
[image: image531.wmf](

)

1,1

-

 είναι κοινό σημείο των ευθειών 
[image: image532.wmf]y3x4

=-

 και 
[image: image533.wmf]y2x3

=--

.
	

	(στ)
	Η ευθεία 
[image: image534.wmf]y2x3

=-

 τέμνει τον άξονα 
[image: image535.wmf]yy

¢

 στο σημείο 
[image: image536.wmf](

)

0,3

-

.
	


(2) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.

(α) Η ευθεία 
[image: image537.wmf]y2x1

=-

 έχει κλίση:

	(α) 2
	(β) -2
	(γ) 1
	(δ) -1
	(ε) 
[image: image538.wmf]1

2




(β) Η ευθεία με εξίσωση 
[image: image539.wmf]1

yx2

4

=-

 τέμνει τον άξονα 
[image: image540.wmf]xx

¢

 στο σημείο:
	(α) 
[image: image541.wmf](

)

1,0


	(β) 
[image: image542.wmf](

)

0,1

-


	(γ) 
[image: image543.wmf](

)

0,1


	(δ) 
[image: image544.wmf](

)

1,0

-




(γ) Η ευθεία 
[image: image545.wmf]y2x4

=-

 τέμνει τον άξονα 
[image: image546.wmf]yy

¢

 στο σημείο:

	(α) 
[image: image547.wmf](

)

0,4

-


	(β) 
[image: image548.wmf](

)

2,0


	(γ) 
[image: image549.wmf](

)

4,0


	(δ) 
[image: image550.wmf](

)

4,0

-




(δ) Μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία 
[image: image551.wmf](

)

A1,1

 και 
[image: image552.wmf](

)

B2,4

. Η εξίσωση της είναι:

	(α) 
[image: image553.wmf]yx

=


	(β) 
[image: image554.wmf]y2x

=


	(γ) 
[image: image555.wmf]1

yx1

2

=-+


	(δ) 
[image: image556.wmf]y3x2

=-




(3) Η ευθεία 
[image: image557.wmf]y3x

=-

  είναι παράλληλη προς την:
	(Α)
	
[image: image558.wmf]yx3

=-

 
	(Β)
	
[image: image559.wmf]yx3

=+

 

	(Γ)
	
[image: image560.wmf]y3x7

=-+

 
	(Δ)
	
[image: image561.wmf]y3x1

=-

 


Ασκήσεις

(1) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image562.wmf]y3x

=-

, 
[image: image563.wmf]y3x1

=-+

 και 
[image: image564.wmf]y3x1

=--

, όπου 
[image: image565.wmf]x

 ο πραγματικός αριθμός.

(2) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης 
[image: image566.wmf]y2x1

=-

 όταν 
[image: image567.wmf]1x2

-££

.

(3) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image568.wmf]y

αxβ

=+

. 

(α) Να βρείτε τα α, β, αν είναι γνωστό ότι η ευθεία που την παριστάνει έχει κλίση 2 και ότι διέρχεται από το σημείο 
[image: image569.wmf](

)

0,3

-

.
(β) Να βρείτε σε ποιο σημείο η παραπάνω ευθεία τέμνει τον άξονα 
[image: image570.wmf]xx

¢

.

(γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης.

(4) Να βρείτε σε ποιο σημείο τέμνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: 
[image: image571.wmf]y2x3

=+

  και 
[image: image572.wmf]1

yx2
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.

(5) Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιαστεί τετράπλευρο ΑΒΓΔ του οποίου οι πλευρές ανήκουν στις ευθείες 
[image: image573.wmf]x4

=-

, 
[image: image574.wmf]x1

=

, 
[image: image575.wmf]y2

=-

 και 
[image: image576.wmf]y3

=

.
(α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών του.

(β) Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο.

3.5 Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image577.wmf]α

y

x
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1. Ποια ποσά λέγονται αντιστρόφως ανάλογα;

Δύο ποσά λέγονται αντιστρόφως ανάλογα, όταν το γινόμενο τους είναι σταθερό.

2. Με ποια σχέση συνδέονται δύο ποσά αντιστρόφως ανάλογα.

Αν 
[image: image578.wmf]α0

¹

 είναι το σταθερό γινόμενο δύο αντιστρόφως ανάλογων ποσών 
[image: image579.wmf]x

  και 
[image: image580.wmf]y

, τότε οι τιμές του 
[image: image581.wmf]y

 εκφράζονται ως συνάρτηση των τιμών του 
[image: image582.wmf]x

 με την ισότητα 
[image: image583.wmf]α
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3. Τι ονομάζουμε υπερβολή;

Υπερβολή λέγεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image584.wmf]α
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x
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, όπου 
[image: image585.wmf]α0
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 με 
[image: image586.wmf]*
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4. Ποια η γραφική παράσταση της συνάρτησης υπερβολής, όπου α πραγματικός αριθμός;

	[image: image587.emf]
	[image: image588.emf]


5. Πως ονομάζονται οι δύο καμπύλες της υπερβολής;

Οι δύο καμπύλες της υπερβολής ονομάζονται κλάδοι της υπερβολής.

6. Σε ποια τεταρτημόρια βρίσκονται οι κλάδοι της υπερβολής; 
Αν 
[image: image589.wmf]α0

>

 βρίσκονται στο 1ο και 3ο τεταρτημόρια.

Αν 
[image: image590.wmf]α0

<

 βρίσκονται στο 2ο και 4ο τεταρτημόρια.

7. Τι συμμετρίες έχει η υπερβολή;

Η υπερβολή έχει:
· Κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο των αξόνων.

· Άξονες συμμετρίας τις διχοτόμους των γωνιών των αξόνων, δηλαδή τις ευθείες 
[image: image591.wmf]yx

=

 και 
[image: image592.wmf]yx

=-

.

Παρατηρήσεις
· Οι κλάδοι της υπερβολής δεν τέμνουν τους άξονες.
· Οι μεταβλητές 
[image: image593.wmf]x

 και 
[image: image594.wmf]y

 δεν μπορούν να πάρουν την τιμή 0.

· Όσο ποιο μικρό είναι το α τόσο ποιο κοντά είναι η υπερβολή στην αρχή των αξόνων.

Παραδείγματα

(1) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις υπερβολές: 
[image: image595.wmf]3
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, 
[image: image596.wmf]x0

¹

  και 
[image: image597.wmf]3
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, 
[image: image598.wmf]x0
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.

Λύση:

Σχηματίζουμε τους πίνακες τιμών:
	
[image: image599.wmf]x
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[image: image601.wmf]x
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[image: image602.wmf]y
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Κατόπιν σχεδιάζουμε τις δύο υπερβολές.
[image: image603.emf]
(2) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image604.wmf]2
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. Να βρεθεί το κ αν η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο 
[image: image605.wmf](
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.

Λύση:

Οι συντεταγμένες του σημείου 
[image: image606.wmf](
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 επαληθεύουν την εξίσωση 
[image: image607.wmf]2
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, οπότε διαδοχικά έχουμε:

[image: image608.wmf]2
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[image: image609.wmf]2
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[image: image610.wmf]2
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[image: image611.wmf]2
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[image: image612.wmf]κ1
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Ερωτήσεις κατανόησης
(1) Στον παρακάτω πίνακα έχουμε τις αντίστοιχες τιμές δύο ποσών x και y.

	
[image: image613.wmf]x
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Να εξετάσετε αν τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα.

(2) Στον παρακάτω πίνακα έχουμε τις αντίστοιχες τιμές δύο ποσών x και y.
	
[image: image615.wmf]x
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[image: image616.wmf]y
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Να εξετάσετε αν τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα.

(3) Να εξετάσετε αν είναι σωστές ή λανθασμένες οι παρακάτω ερωτήσεις.
(α) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image617.wmf]3
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=

 είναι υπερβολή.

(β) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image618.wmf]x
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3
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 είναι υπερβολή.

(γ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image619.wmf]2
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x
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 βρίσκεται στο 2ο και 4ο τεταρτημόριο.

(δ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image620.wmf]5
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x
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 διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

(ε) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image621.wmf]3
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x
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  έχει άξονα συμμετρίας τον 
[image: image622.wmf]xx

¢

.

(στ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image623.wmf]1

y

5x

=-

 έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο των αξόνων.

(ζ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image624.wmf]3
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 τέμνει τον άξονα 
[image: image625.wmf]yy

¢

.

(η) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image626.wmf]7
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x
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 και 
[image: image627.wmf]5
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 είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα 
[image: image628.wmf]xx

¢

.
Ασκήσεις – Προβλήματα

(1) Να σχεδιάσετε τις υπερβολές:
	(α) 
[image: image629.wmf]4

y

x

=

 
	(β) 
[image: image630.wmf]4
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	(γ) 
[image: image631.wmf]3
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	(δ) 
[image: image632.wmf]7
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	(ε) 
[image: image633.wmf]1
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	(στ) 
[image: image634.wmf]4
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(2) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image635.wmf]α1
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x
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. Να βρείτε το α αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο 
[image: image636.wmf](

)

3,1

.

(3) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image637.wmf]α
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x
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. Αν το σημείο 
[image: image638.wmf](

)

5,1
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 είναι σημείο της γραφικής της παράστασης, να βρείτε τη συνάρτηση και να κάνετε τη γραφική της παράσταση.

(4) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image639.wmf]3
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. Να βρείτε το κ, αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο 
[image: image640.wmf](

)

2,1

.
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