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Ασκήσεις στο εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων.

(1) Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με AB 3α 4β
  

   και ΑΓ 12α 5β
  

  , όπου α


,

β


 γνωστά μοναδιαία  διανύσματα κάθετα μεταξύ τους.

Α) Να εκφραστεί το διάνυσμα ΒΓ


 ως γραμμικός συνδυασμός των δι-

ανυσμάτων α


, β


 και να υπολογιστούν τα μήκη των πλευρών του τρι-

γώνου.

Β) Να εκφραστεί η διάμεσος


  ως γραμμικός συνδυασμός των δια-

νυσμάτων α


, β


 και να υπολογιστεί το μήκος της.

(2) Αν α


, β


 είναι μη μηδενικά διανύσματα να αποδειχθεί ότι η δευτερο-

βάθμια εξίσωση: 2 2 2(1 α )x 2 α β x (1 β ) 0
 

     


 δεν έχει ρίζες πραγ-

ματικές και άνισες.

(3) Αν για τα διανύσματα α


, β


 ισχύουν 2 α


 β 4


  και π(α,β)
3


 

  να

βρεθούν:

α) το α 2β
 

  και

β) η γωνία (α 2β,3α β)


   

  .

(4) Αν τα διανύσματα του χώρου α


, β


, γ


 είναι ανά δύο κάθετα και έ-

χουν μέτρα α 1,   β 5,   γ 2
  

    να βρεθεί το μέτρο του διανύσμα-

τος δ α 2β γ
   

  

(5) Αν τα διανύσματα α


, β


, γ


 είναι μοναδιαία και ικανοποιούν τη σχέ-

ση α


+ β


 + γ


= 0


 να αποδειχθεί ότι 3α β β γ α γ
2

     

       .

(6) Αν για τα διανύσματα του χώρου α


, β


, γ


 ισχύουν γ α
 

 , γ β
 

 ,

α β γ 1
  

    και π(α,β)
3


 

  να βρεθεί η γωνία (α β, α β γ)


    

   .
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(7) Αν τα διανύσματα α


, β


 με α β 1
 

   σχηματίζουν  γωνία (α,β)


 

 με

π0 (α,β)
2


 

  και (α


+2β


) (5α


-4β


) να αναλυθεί το διάνυσμα γ


 σε δυο

συνιστώσες παράλληλες προς τα α


, β


 αντίστοιχα, αν γνωρίζουμε ότι

γ 3


  και π(γ,α)
3


 

 .

(8) Αν τα διανύσματα α


, β


 δεν είναι παράλληλα και ισχύει:

( α x) 2(β x) α (α x) (β x) β 0
                           

 να υπολογίσετε το x


.

(9) Δίνονται τα διανύσματαα


, β


 μέτρου 1 με π(α,β)
3


 

  . Να βρεθεί ο

πραγματικός αριθμός χ ώστε το διάνυσμα δ α x β
  

   να έχει ελάχιστο

μέτρο. Για αυτή την τιμή του χ να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα δ


 και β


είναι κάθετα.

(10) Έστω 1u


, 2u


 δυο μοναδιαία και μη συγγραμμικά διανύσματα και u


ένα διάνυσμα κάθετο στο διάνυσμα 1u


+ 2u


 . Δείξτε ότι 





),(),( 22 uuuu .

(11) Αποδείξτε τις ισοδυναμίες:

α) α β α β
   

    α


 β


β) α β α β
   

    α


 β


(12) Δίνονται τα διανύσματα α


, β

, γ

. Αν α 1,   β 2,   γ 5  

 
 και

2α 3β γ 0
   

    να βρείτε το α β γ
  

 

(13) Δίνονται τα διανύσματα 1u


, 2u


με 1u 4


 . Αν τα διανύσματα

1 2αu βu
 

, 1 2βu αu
 

είναι κάθετα για κάθε α, β R  να βρείτε το 2u


 και

το 2 2u 3u
 

  .
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(14) Δίνονται τα διανύσματα του χώρου α


, β


, γ


 που σχηματίζουν, ανά

δύο, γωνία π
3

 και είναι μοναδιαία. Να βρείτε τα διανύσματα x


 που ανή-

κουν στο επίπεδο των β


, γ


 και είναι κάθετα στο α


.

(15) Σε ορθοκανονικό σύστημα δίνονται τα διανύσματα α


, β


, γ


  με

α 3,   β 4,   γ 5
  

     και π(α, γ)
3


 

  , π(γ,β)
6


 

  . Να αναλύσετε το διά-

νυσμα γ


 σε δυο συνιστώσες κατά τις διευθύνσεις των α


, β


.

(16) α) Δίνονται τα διανύσματα α


,β


με β 0
 

 . Δείξτε ότι 2α

α βπροβ β α
α



 
 




  .

β) Αν α


= (4, - 3), β


 = (1, 3) να δειχθεί ότι
α

20προβ (α β) α
25

  

   .

(17) Έστω τα μοναδιαία διανύσματα α


, β


. Αν τα διανύσματα γ 2α 4β
  

  ,

δ α β
  

   σχηματίζουν γωνία 2π/3 να βρείτε την γωνία των διανυσμάτων

α


 , β


 .

(18) Τα κάθετα διανύσματα α


, β


 έχουν μέτρα 3 και 4 αντίστοιχα. Να

βρεθεί διάνυσμα γ


 με μέτρο 1 που να διχοτομεί την γωνία των α


, β


.

(19) Αν τα μοναδιαία και συνεπίπεδα διανύσματα α


, β


, γ


 επαληθεύουν

την σχέση (α γ)(β γ) 0
   

    δείξτε ότι δύο από αυτά είναι αντίθετα.

(20) Αν τα διανύσματα α


, β


, γ


 είναι μοναδιαία  και α β β γ 2
   

      τότε

α γ 0
  

  .

(21) Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν ΓΕ ΑΒ
 

 και ΓΖ ΒΔ
 

  να δείξετε

ότι:
2

ΒΖ ΒΔ ΒΕ ΒΑ ΒΓ
    

    .

(22) α) Να αποδείξετε ότι α β α β
   

   .

β) Αν χ, y πραγματικοί αριθμοί με 2 2x y 100   να βρείτε το μέγιστο και

το ελάχιστο της παράστασης A 3x 4y   .



Σελίδα 4 από 4

(23) Αν τα διανύσματα α


, β


, γ


  είναι μοναδιαία και π(α,β)
3


 

  , π(β, γ)
4


 



να λυθεί η εξίσωση α β γ α x β γ
     

       όπου x πραγματικός αριθμός.

(24) Να λυθεί η εξίσωση x (x α)β γ
    

    όπου β α 0
 

  .

(25) Δίνονται τα διανύσματα α


= (- 3, 4), β


 = (2, - 5). Να βρείτε διάνυσμα

x


 τέτοιο ώστε x α 5
 

   και x β 8
 

   .

(26) Δίνονται τα διανύσματα  2 2α x y ,1


  ,  β 1, 2x 4y 5  


να βρείτε

τους πραγματικούς αριθμούς x, y αν α β
 

 .

(27) Αν α β α β
   

      δείξτε ότι α β α 3
  

   .

(28) Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με AB α
 

  και AΓ β
 

 . Αν Ε είναι το εμβαδόν του

να αποδείξετε ότι Ε = 2 21 (α β ) (α β)
2

   

  .

(29) Θεωρούμε τα σημεία Α, Β ενός επιπέδου (π).

α) Αν Ρ είναι ένα σημείο του (π) τέτοιο ώστε 2ΡΑ ΡΒ 0
  

   να δειχθεί ότι

1ΑΡ ΑΒ
3

 

 .

β) Να δειχθεί ότι η παράσταση
2 2 2

2ΜΑ ΜΒ 3ΜΡ
  

  είναι ανεξάρτητη του

σημείου Μ.

(30) Θεωρούμε τα μη μηδενικά διανύσματα α


, β


, γ


  για τα οποία ισχύ-

ουν: 1γ β α
3 1

  

 


και ( 3 1) α


- 3 β


 = γ


 .

Να υπολογιστούν οι γωνίες   (α


, β


)  και   (β


, γ


).


