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Μαθηματικά Α Λυκείου

Άλγεβρα

Κεφάλαιο 6ο 

§6.1, §6.2, §6.3


ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

6.1 Η έννοια της συνάρτησης

Ορισμοί

Συνάρτηση 
[image: image309.png]


 από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται μια διαδικασία (κανόνας) με την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο στοιχείο του συνόλου Β. 

Συμβολίζεται, 
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Πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
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 ονομάζεται το σύνολο Α

Πεδίο τιμών της συνάρτησης 
[image: image4.wmf]f:AB
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 ονομάζεται το σύνολο Α

Ανεξάρτητη μεταβλητή χ της συνάρτησης 
[image: image5.wmf]f:AB
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 ονομάζεται κάθε στοιχείο του συνόλου Α.

Εξαρτημένη μεταβλητή y της συνάρτησης 
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 ονομάζεται κάθε στοιχείο του συνόλου B.

Τιμή ή Εικόνα 
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 της συνάρτησης 
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 είναι το στοιχείο y του Β που αντιστοιχίζεται μέσω της 
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 από το στοιχείο 
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 του Α. Δηλαδή 
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 και διαβάζουμε «
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 ίσον 
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 του 
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Τύπος της συνάρτησης 
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 ονομάζεται ο μηχανισμός αντιστοίχισης των στοιχείων 
[image: image16.wmf]xA
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 στα στοιχεία 
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, είναι συνήθως μια αλγεβρική παράσταση και συμβολίζεται όπως και η τιμή 
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Σύνολο τιμών 
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 της  συνάρτησης 
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 ονομάζεται το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές 
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 για όλα τα 
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Πραγματική συνάρτηση λέγεται κάθε συνάρτηση της οποίας το πεδίο τιμών είναι υποσύνολο του R. Δηλαδή 
[image: image27.wmf]Í
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Συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής ονομάζεται κάθε συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισμού Α είναι υποσύνολο του R. Δηλαδή 
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¡

AR

.
Παρατηρήσεις

( Από τώρα και στο εξής κάθε πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής θα την λέμε απλά, συνάρτηση.

Για να ορισθεί μια συνάρτηση 
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 πρέπει να μας δοθεί:

· Το πεδίο ορισμού της Α

· Το πεδίο τιμών της Β

· Ο τύπος της 
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( Συνήθως όμως μας δίνεται μόνο ο τύπος της 
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Σ’ αυτή την περίπτωση θα θεωρούμε συμβατικά ότι:

· Το πεδίο ορισμού Α της f είναι το ευρύτερο από τα υποσύνολα του 
[image: image32.wmf]¡

 στα οποία ο τύπος 
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)

fx

 έχει νόημα.

· Το σύνολο τιμών Β είναι ολόκληρο το σύνολο 
[image: image34.wmf]¡

.

Σχόλια:

· Πολλές φορές η συνάρτηση δίνεται με πολλαπλό τύπο. 

π.χ.


[image: image35.wmf](

)

2

2x3,

ανx0

fx

x1,

ανx0

ì

+<

=

í

-³

î

 
· Για τον συμβολισμό της ανεξάρτητης μεταβλητής πολλές φορές χρησιμοποιούμε και άλλα γράμματα.

π.χ. 
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· Μερικές φορές αντί να γράφουμε 
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 γράφουμε 
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, δηλαδή γράφουμε 
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 υπονοώντας 
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6.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης

Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων  ονομάζεται ένα ζεύγος δύο άξονες οι οποίοι έχουν κοινή αρχή Ο και είναι αριθμημένοι με τις ίδιες μονάδες μήκους.

Ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων ονομάζεται το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων που έχει τους άξονες του κάθετους.

Άξονας τετμημένων ή άξονας των x, ονομάζεται ο οριζόντιος άξονας 
[image: image42.wmf]x'x

.
Άξονας τεταγμένων ή άξονας των y, ονομάζεται ο κατακόρυφος άξονας  
[image: image43.wmf]y'y
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Κάθε διατεταγμένο ζεύγος αριθμών 
[image: image44.wmf](
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 σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων παριστάνεται από ένα σημείο Μ και αντιστρόφως. 
Τετμημένη ενός σημείου Μ
[image: image45.wmf](
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 ονομάζεται ο αριθμός α που αναφέρεται πρώτος στο διατεταγμένο ζεύγος 
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Τεταγμένη ενός σημείου Μ
[image: image47.wmf](
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 ονομάζεται ο αριθμός β που αναφέρεται δεύτερος στο διατεταγμένο ζεύγος 
[image: image48.wmf](
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Καρτεσιανό επίπεδο ονομάζουμε ένα επίπεδο στο οποίο ορίζουμε ένα σύστημα συντεταγμένων.
Οι κάθετοι άξονες xx΄ (άξονας τετμημένων) και yy΄ (άξονας τεταγμένων) χωρίζουν το επίπεδο σε 4 μέρη που ονομάζονται τεταρτημόρια.

Παρατηρήσεις:

· Είναι φανερό ότι τα σημεία του άξονα 
[image: image49.wmf]xx
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 έχουν τεταγμένη 0, ενώ τα σημεία του 
[image: image50.wmf]yy

¢

 έχουν τετμημένη 0 .

· Δύο σημεία 
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  είναι συμμετρικά ως προς τον 
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 αν και μόνο αν: 
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· Δύο σημεία
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 είναι συμμετρικά ως προς τον 
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 αν και μόνο αν: 
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 και 
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· Δύο σημεία 
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 και 
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 είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων αν και μόνο αν: 
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 και  
[image: image64.wmf]ββ

¢

=-

.

· Δύο σημεία 
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 και 
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 είναι συμμετρικά ως προς τη διχοτόμο του 1ου  και 3ου  τεταρτημόριου αν και μόνο αν:  
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 και 
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· Η απόσταση δύο σημείων 
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 δίνεται από τον τύπο: 
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 (εκτός διδακτέας ύλης)
Γραφική παράσταση 
[image: image72.wmf]f
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 συνάρτησης f ονομάζεται το σύνολο όλων των σημείων του επιπέδου με συντεταγμένες της μορφής 
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Λέμε επίσης ότι η 
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 αποτελεί την εξίσωση της καμπύλης 
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 αφού οι συντεταγμένες των σημείων της 
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 και μόνο αυτές επαληθεύουν την εξίσωση.

Παρατηρήσεις: 
· Για να βρούμε τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f με τον άξονα xx΄ (αν υπάρχουν) αρκεί να λύσουμε την εξίσωση: 
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 βρίσκοντας έτσι τις τετμημένες των σημείων αυτών.


· Για να βρούμε το σημείο που η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης τέμνει τον yy΄ (είναι το πολύ ένα όταν 
[image: image78.wmf]0A

Î

) θέτουμε στον τύπο της όπου x το 0 , βρίσκοντας την τεταγμένη του.
· Η προβολή της γραφικής παράστασης της f στον xx΄ ‘‘δείχνει’’ το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.
· Η προβολή της γραφικής παράστασης της f στον yy΄ ‘‘δείχνει’’ το σύνολο τιμών f(A) της συνάρτησης.
· Κάθε κάθετη ευθεία στον άξονα xx΄ τέμνει τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης το πολύ σε ένα σημείο.

6.3 Η συνάρτηση f(x)=αx+β

Γωνία ω μιας ευθείας ε με τον άξονα xx΄ ονομάζεται η γωνία που διαγράφει ο xx΄ κινούμενος κατά τη θετική φορά γύρω από το σημείο τομής του με την ε μέχρι να συμπέσει με την ευθεία ε. 
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Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης της μορφής: 
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 είναι ευθεία γραμμή .

· Αν 
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 η συνάρτηση παίρνει τη μορφή 
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, και λέγεται σταθερή, ενώ η γραφική της παράσταση είναι μια ευθεία 
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 παράλληλη στον 
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· Αν 
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 τότε 
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 και η γραφική παράστασή της είναι μια ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων 
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· Αν 
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 , τότε 
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 και η γραφική της παράσταση είναι η ευθεία που διχοτομεί το 1ο και 3ο τεταρτημόριο  

· Αν 
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, τότε
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 και η γραφική της παράσταση είναι η ευθεία που διχοτομεί το 2ο και 4ο τεταρτημόριο.

Συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας 
[image: image92.wmf]ε: yαxβ
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, ονομάζουμε τον αριθμό α ο οποίος είναι ίσος με την εφαπτομένη της γωνίας ω που σχηματίζει η ε με τον xx΄.

Δύο ευθείες 
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 είναι παράλληλες αν και μόνο αν οι συντελεστές διεύθυνσής τους είναι ίσοι.
Δηλ.   
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Δύο ευθείες 
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 είναι κάθετες αν και μόνο αν το γινόμενο των συντελεστών διεύθυνσής τους είναι ίσο με 
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Μεθοδολογία-Παραδείγματα

(1) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
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Λύση:

Πρέπει:
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Βρίσκω τις ρίζες της εξίσωσης: 
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Βρίσκω το πρόσημο του τριωνύμου 
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Συνεπώς 
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Συναληθεύω τις (1) και (2) και έχω: 
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(2) Δίνεται η συνάρτηση:
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Να υπολογίσετε τις τιμές της f για 
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Για 
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 έχουμε: 
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Για 
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 έχουμε: 
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Για 
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 έχουμε: 
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(3) Δίνεται η συνάρτηση 
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. Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει: 
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Λύση:

Πρέπει
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image131.wmf]Û
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(4) Αν  
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 (1) ,  για κάθε 
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 EMBED Equation.2  [image: image146.wmf]22
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Λόγω των (2) , (3) , (4)  , η (1) ισοδυνάμως γίνεται :
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(5) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων:

(α) 
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Λύση
(α) Πρέπει:  

[image: image156.wmf]x10   

-¹

 και   

[image: image157.wmf]2

x40

-+³

  


[image: image158.wmf]x1 

¹

 



[image: image159.wmf]2

x4

-

³

-

 




x2 ( 4 




[image: image160.wmf]2

x4

£






[image: image161.wmf]x2

£

 





[image: image162.wmf]2x2

-££

    
Συνεπώς: 
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(β) Πρέπει:
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Συνεπώς: 
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(6) Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται από την ευθεία: 
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 και τους άξονες  συντεταγμένων.

Λύση

Για να βρούμε το σημείο τομής της ευθείας με τον άξονα xx΄ , θέτουμε στο τύπο της όπου y το 0  και έχουμε:  
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 Άρα σημείο τομής με τον xx΄  είναι το 
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Αναλόγως για να βρεθεί το σημείο τομής με τον yy΄,  θέτουμε στον τύπο όπου x το 0 και έχουμε:
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Άρα σημείο τομής με το yy´  είναι το
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Έτσι:  
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Άλυτες ασκήσεις
(1) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image178.wmf](
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(γ) 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

f

καfλβfμγκfαλfβμfγ

++=++


(2) Αν  
[image: image182.wmf](
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 να λυθεί η εξίσωση: 
[image: image183.wmf](
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(3) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image184.wmf](
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. Αν 
[image: image185.wmf]1
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 να δείξετε ότι:

[image: image186.wmf](
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(4) Δίνεται η συνάρτηση : f(x)=
[image: image187.wmf](

)

2

|x1|,

fx

κx3λ,

λxκx,

-

ì

ï

=+

í

ï

+

î

  


Να προσδιοριστούν οι κ, λ ώστε:  
[image: image188.wmf](
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 και 
[image: image189.wmf](
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[ Απ :  λ=1/3 , κ=4 ]

(5) Να προσδιορίσετε τους  κ, λ ώστε για τη συνάρτηση:  

[image: image190.wmf](

)

22

κx2λ,

fx

κxλ1,

+

ì

=

í

++

î

   
[image: image191.wmf]x0
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     να ισχύει: 
[image: image192.wmf](
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(6) Δίνεται η συνάρτηση: 
[image: image193.wmf](
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. Αν 
[image: image194.wmf]α1

£

 να δείξετε ότι:


[image: image195.wmf](
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(7) Για τη συνάρτηση με τύπο: 
[image: image196.wmf](

)

1

fx

1x

=

-

  να δείξετε ότι:

[image: image197.wmf](
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 , 
[image: image198.wmf] x0, 1
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(8) Θεωρούμε τη συνάρτηση  
[image: image199.wmf]g:
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, για την οποία ισχύει:

[image: image200.wmf](
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Να δειχθεί ότι ισχύει: 
(α) 
[image: image201.wmf](
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και
(β) 
[image: image202.wmf](
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(9) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων: 
(α) 
[image: image203.wmf](
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(β) 
[image: image204.wmf](

)

2

1

gx

xx

=

+


(γ) 
[image: image205.wmf](
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(δ) 
[image: image206.wmf](
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(10) Ομοίως:   
(α) 
[image: image207.wmf](
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(β) 
[image: image208.wmf](

)

2

fxxx25x

=-+-


(γ) 
[image: image209.wmf](

)

2

x1

fx

xx

-

=

-

 
(δ) 
[image: image210.wmf](
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(ε) 
[image: image211.wmf](
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(11) Ομοίως:   
(α) 
[image: image212.wmf](
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(β) 
[image: image213.wmf](
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(γ) 
[image: image214.wmf](
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(12) Ομοίως:   
(α) f(x)=
[image: image215.wmf]32
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(β) 
[image: image216.wmf](
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(γ) 
[image: image217.wmf](
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(δ) 
[image: image218.wmf](
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(13) Ομοίως:   
(α) 
[image: image219.wmf](
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(β) 
[image: image220.wmf](
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(14) Ομοίως:   

[image: image221.wmf](
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(15) Να βρεθεί η τιμή του λ ώστε τα σημεία:

i) 
[image: image222.wmf](
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[image: image223.wmf](
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 να είναι συμμετρικά ως προς το σημείο 
[image: image224.wmf](
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ii) 
[image: image225.wmf](
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[image: image226.wmf](
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 να είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία 
[image: image227.wmf]yx
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iii) 
[image: image228.wmf](
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, 
[image: image229.wmf](
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 να είναι συμμετρικά ως προς τον άξονα  
[image: image230.wmf]xx

΄
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(16) Δίνεται σημείο 
[image: image231.wmf](
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Αx, 3

. Θεωρούμε το συμμετρικό του σημείο 
[image: image232.wmf]1

Α

, ως προς την αρχή των αξόνων Ο. Στη συνέχεια θεωρούμε το συμμετρικό 
[image: image233.wmf]2

Α

, του 
[image: image234.wmf]1

Α

 ως προς τη διχοτόμο της γωνίας 

 και στη συνέχεια το συμμετρικό του 
[image: image235.wmf]3

Α

 ως προς τον άξονα 
[image: image236.wmf]xx
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. Να βρείτε τον αριθμό x  ώστε: 
[image: image237.wmf](
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(17) Δείξτε ότι τα σημεία: 
[image: image238.wmf](
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[image: image239.wmf](
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[image: image240.wmf](
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[image: image241.wmf](
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 είναι κορυφές τετραγώνου.

(18) Δίνονται τα σημεία 
[image: image242.wmf](
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, 
[image: image243.wmf](
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. Να προσδιορίσετε σημείο Μ της ευθείας
[image: image244.wmf]yx
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 ώστε το τρίγωνο ΑΜΒ να είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΜΑ και ΜΒ.

(19) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο: 
[image: image245.wmf](
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.  Να βρείτε τα σημεία τομής του γραφήματος της f με:
i) τον άξονα
[image: image246.wmf]yy

΄



ii) τον άξονα 
[image: image247.wmf]xx

΄


iii)  την ευθεία 
[image: image248.wmf]y1
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(20) Όμοια ο λ ώστε η 
[image: image249.wmf]1
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: 
[image: image250.wmf](

)

3x

λ1x

y

5

+-

=

  να είναι κάθετη στην ευθεία 
[image: image251.wmf]2
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: 
[image: image252.wmf]λ3λ
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(21) Αν οι ευθείες 
[image: image253.wmf]1
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: 
[image: image254.wmf](
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  και  
[image: image255.wmf]2
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: 
[image: image256.wmf]y2
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 είναι παράλληλες, δείξτε ότι οι ευθείες 

          
[image: image257.wmf]3
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: 
[image: image258.wmf]2
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  και  
[image: image259.wmf]4
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: 
[image: image260.wmf](
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,  είναι κάθετες.

(22) Δίνεται η ευθεία ε: 
[image: image261.wmf](
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.  Να προσδιοριστεί ο λ ώστε η ε να είναι: 
i) παράλληλη στην ευθεία 
[image: image262.wmf]y2
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ii) παράλληλη στην ευθεία 
[image: image263.wmf]1

ψ x5

2
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iii) κάθετη στην ευθεία 
[image: image264.wmf]y4x1 

=-+

 
iv) να διέρχεται από το σημείο 
[image: image265.wmf](
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Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που είναι μεσοπαράλληλη των ευθειών:

[image: image266.wmf]y3x1
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 και 
[image: image267.wmf]y3x3
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. 
[Απ : y=3x+1]
(23) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  με κορυφές 
[image: image268.wmf](
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[image: image269.wmf](
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, 
[image: image270.wmf](
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. Αποδείξτε ότι είναι ορθογώνιο στο Α και βρείτε την εξίσωση της ευθείας του ύψους στην υποτείνουσα.
[Απ: 
[image: image271.wmf]y2x
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(24) Μία φωτεινή ακτίνα κινείται κατά μήκος της ευθείας : y=3x+1  και ανακλάται στην ευθεία 
[image: image272.wmf]y4

=

. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας κατά μήκος της οποίας κινείται η ανακλώμενη ακτίνα.

(25) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία: 
[image: image273.wmf](
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[image: image274.wmf](
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(26) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και είναι παράλληλη στην ευθεία:  
[image: image275.wmf]y2x3
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.

(27) Να υπολογιστεί το εμβαδό του τριγώνου που σχηματίζεται από τα σημεία:
i) 
[image: image276.wmf](
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, 
[image: image277.wmf](
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, 
[image: image278.wmf](
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ii)  
[image: image279.wmf](
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[image: image280.wmf](
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[image: image281.wmf](
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(28) Να υπολογιστεί η απόσταση του σημείου Α(2,0)  από την ευθεία: 
[image: image282.wmf]y2x1
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 .

(29) Να δείξετε ότι τα σημεία: 
[image: image283.wmf](
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[image: image284.wmf](
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[image: image285.wmf](
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 δεν είναι συνευθειακά .

(30) Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:  

[image: image286.wmf](
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,  
[image: image287.wmf](
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, 
[image: image288.wmf](
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στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων.  Μετά να υπολογίσετε το εμβαδό της περιοχής που περικλείεται από τις τρεις ευθείες.

(31) Δίνονται οι συναρτήσεις: 
[image: image289.wmf](
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[image: image290.wmf]x0
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   και  
[image: image291.wmf](
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Να βρεθούν τα σημεία τομής των Cf , Cg  καθώς και η απόστασή τους.
[Απ: 3
[image: image292.wmf]2

] 

(32) Δίνεται η συνάρτηση:  
[image: image293.wmf](
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 με 
[image: image294.wmf]μ0
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.  Να βρεθεί το μ ώστε το Cf  να τέμνει τους άξονες σε σημεία που απέχουν απόσταση ίση με 
[image: image295.wmf]5

.

[Απ: μ=-1/3] 

(33) Να βρεθεί σημείο Γ  του άξονα xx΄ τέτοιο ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ  να είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΑΓ, ΒΓ,  όπου  
[image: image296.wmf](
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,
[image: image297.wmf](
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(34) Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f με 
[image: image298.wmf](
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 όταν το πεδίο ορισμού της  είναι: 

i)
[image: image299.wmf][
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ii) 
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iii) 
[image: image301.wmf][
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iv) 
[image: image302.wmf](

)

(]

,10, 2

È

-¥-

      ν) 
[image: image303.wmf]{
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(35) Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:   
i) 
[image: image304.wmf](
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ii) 
[image: image305.wmf](
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iii) 
[image: image306.wmf](
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iv) 
[image: image307.wmf](
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[image: image308.wmf],x1
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