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Μαθηματικά Α Λυκείου

Άλγεβρα

Κεφάλαιο 5ο 

§5.1, §5.2, §5.3

Κεφάλαιο 5ο 
Πρόοδοι

5.1 Ακολουθίες

Ορισμοί
Ακολουθία πραγματικών αριθμών είναι μια αντιστοίχιση των φυσικών αριθμών 1,2,3,…,ν στους πραγματικούς αριθμούς.

Πρώτος όρος ακολουθίας καλείται ο αριθμός που αντιστοιχεί στο 1 και συμβολίζεται 
[image: image302.png]


.

Δεύτερος όρος ακολουθίας καλείται ο αριθμός που αντιστοιχεί στο 2 και συμβολίζεται 
[image: image2.wmf]2
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.
ν-οστός όρος ακολουθίας καλείται ο αριθμός που αντιστοιχεί στο ν και συμβολίζεται 
[image: image3.wmf]ν
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.
Αναδρομικός τύπος 1ης τάξης λέγεται ο τύπος της ακολουθίας που δίνεται ο πρώτος όρος της και ένας τυχαίος όρος της είναι συνάρτηση του προηγουμένου του.
π.χ.
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Αναδρομικός τύπος 2ης τάξης λέγεται ο τύπος της ακολουθίας που δίνονται οι δύο πρώτοι όροι της και ένας τυχαίος όρος της είναι συνάρτηση των δύο προηγουμένων του.

π.χ.
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Με παρόμοιο τρόπο ορίζεται ο αναδρομικός τύπος 
[image: image9.wmf]ης

κ

 τάξης.
Παράδειγμα
Έχουμε την ακολουθία των αριθμών 
[image: image10.wmf]8,11,14,17,...

 . 

Δηλαδή στον αριθμό 1 αντιστοιχεί ο αριθμός 8, στον αριθμό 2 αντιστοιχεί ο αριθμός 11, στον αριθμό 3 αντιστοιχεί ο αριθμός 14 κ.ο.κ. 

Ο αριθμός 2 λέμε ότι είναι ο πρώτος όρος της ακολουθίας και συμβολίζουμε 
[image: image11.wmf]1
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Ο αριθμός 5 λέμε ότι είναι ο δεύτερος όρος της ακολουθίας και συμβολίζουμε 
[image: image12.wmf]2
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Ο αριθμός 26 λέμε ότι είναι ο τρίτος όρος της ακολουθίας και συμβολίζουμε 
[image: image13.wmf]3
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Ο ν-οστός όρος της ακολουθίας είναι 
[image: image14.wmf]ν
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Ασκήσεις λυμένες
(1) Να γράψετε τους τρεις πρώτους όρους και τον 10ο όρο της ακολουθίας: 
[image: image15.wmf]3
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Λύση:


[image: image16.wmf]3

1

α214214242

=×-=×-=-=-



[image: image17.wmf]3

2

α22428416412

=×-=×-=-=

 


[image: image18.wmf]3

3

α234227454450

=×-=×-=-=



[image: image19.wmf]3

20

α210421.00042.00041.996

=×-=×-=-=


(2) Να γράψετε τους τρεις πρώτους όρους της ακολουθίας: 
[image: image20.wmf]1
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  και 
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Λύση:
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(3) Να γράψετε τους τέσσερις πρώτους όρους της ακολουθίας: 
[image: image25.wmf]1
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Λύση:
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(4) Δίνεται η ακολουθία 
[image: image32.wmf]ν
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. Να την ορίσετε με αναδρομικό τύπο.

Λύση:
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(5) Να βρείτε το 
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 όρο της ακολουθίας 
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Λύση:
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Ασκήσεις

(1) Δίνεται η ακολουθία 
[image: image53.wmf]2
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. Να βρείτε:


(α) οι τρεις πρώτοι όροι,


(β) ποιος όρος της ακολουθίας ισούται με 5,


(γ) οι όροι της ακολουθίας που είναι ακέραιοι αριθμοί

(Απαντήσεις (α) 
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 (β) 
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 (γ) μόνο ο τέταρτος)

(2) Δίνεται η ακολουθία 
[image: image58.wmf]ν
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(α) Να βρείτε τους πέντε πρώτους όρους της


(β) Να την ορίσετε με αναδρομικό τύπο.

(Απάντ. (α) 
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(3) Μια ακολουθία ορίζεται από τον αναδρομικό τύπο:
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Να βρείτε τους πέντε πρώτους όρους της ακολουθίας.

(4) Μια ακολουθία ορίζεται από τον αναδρομικό τύπο:


[image: image64.wmf]1
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[image: image65.wmf]ν1ν

α2α

+

=


Να βρείτε το γενικό όρο της.
(5) Μια ακολουθία ορίζεται από τον αναδρομικό τύπο:
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Να βρείτε το ν-οστό όρο της.

5.2 Αριθμητική πρόοδος

Ορισμοί
Αριθμητική πρόοδος λέγεται μια ακολουθία, αν κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούμενο του με πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθμού. Δηλαδή: 
[image: image68.wmf]νν
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Αριθμητικός μέσος δύο αριθμών α και γ ονομάζεται ο αριθμός β, όταν α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου (ΔΟΑΠ).

Τυπολόγιο

1. 
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Θεωρήματα

(1) Να αποδείξετε ότι 
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Απόδειξη:
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Προσθέτοντας κατά μέλη της ν αυτές ισότητες και εφαρμόζοντας το νόμο της διαγραφής βρίσκουμε 
[image: image75.wmf](

)

ν1

ααν1ω

=+-

.

(2) Να αποδείξετε ότι 
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Απόδειξη:

	Ορθό
	Αντίστροφο
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Ασκήσεις λυμένες
(1) Να βρείτε το ν-στο όρο της αριθμητικής προόδου: -6, -9, -12, …
Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image79.wmf]1
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 και η διαφορά της 
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Έτσι 
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(2) Να βρείτε τον 13ο όρο της αριθμητικής προόδου 
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Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
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Έτσι 
[image: image87.wmf](

)

131

11117

αα131ω126

3233

=+-=-+×=-+=


(3) Να βρεθεί το άθροισμα 
[image: image88.wmf]3711151923273135
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Λύση:

Πρόκειται για το άθροισμα διαδοχικών όρων μιας αριθμητικής προόδου με 
[image: image89.wmf]1
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(4) Πόσοι πρώτοι συνεχόμενοι όροι της αριθμητικής προόδου 64, 56, 48, 40, … έχουν άθροισμα ίσο με 280.
Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image101.wmf]1
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 και η διαφορά της 
[image: image102.wmf]ω56648

=-=-

.
Έτσι 
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Συνεπώς οι 7 πρώτοι αλλά και οι 10 πρώτοι όροι έχουν άθροισμα 280


(5) Ο 8ος όρος μιας αριθμητικής προόδου είναι 19 και ο 13ος όρος της είναι 34.  Να υπολογιστεί το άθροισμα των πρώτων 30 όρων της προόδου.

Λύση:

Από τον τύπο 
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	Συνεπώς
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(6) Ποιος όρος της αριθμητικής προόδου με 
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[image: image132.wmf]37
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Λύση:

Από τον τύπο 
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Συνεπώς ο 14ος όρος της ισούται με 
[image: image141.wmf]37
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(7) Αν δύο αριθμοί διαφέρουν κατά 1 και ο αριθμητικός τους μέσος είναι 
[image: image142.wmf]2
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, να βρείτε τους δύο αριθμούς.
Λύση:

Έστω α, γ οι δύο ζητούμενοι αριθμοί τότε 
[image: image143.wmf]γα1
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 (1). Όμως ο αριθμός 
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 είναι ο αριθμητικός τους μέσος, δηλαδή 
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 (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε:
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Ασκήσεις
(1) Σε μια αριθμητική πρόοδο ο 4ος της όρος είναι 15 και ο 15ος της όρος είναι 59.  Να βρεθεί ο τρίτος της όρος.     [α3 = 11]
(2) Να βρεθεί η αριθμητική πρόοδος αν 
[image: image154.wmf]1
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[image: image155.wmf]12
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.   [α1 = 2,  ω= 5]
(3) Σε μια αριθμητική πρόοδο 
[image: image156.wmf]37
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[image: image157.wmf]68
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. Να βρεθεί η αριθμητική πρόοδος.   [α1 = 4,  ω= 4]
(4) Σε μια αριθμητική πρόοδο 
[image: image158.wmf]11
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[image: image159.wmf]11

S517

=

. Να βρεθεί η αριθμητική πρόοδος.   [α1 = 2,  ω= 9]
(5) Να βρεθεί το άθροισμα όλων των περιττών αριθμών από 1 μέχρι το 
[image: image160.wmf]2
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(6) Να βρεθούν 3 αριθμοί που να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν το άθροισμά τους είναι 21 και το γινόμενό τους 315.     [5, 7, 9   ή   9, 7, 5]
(7) Να δειχτεί ότι το άθροισμα των ν περιττών αριθμών ισούται με το τετράγωνο του πλήθους των.

(8) Ποιος είναι ο 5ος όρος μιας αριθμητικής προόδου αν 
[image: image161.wmf]8
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[image: image162.wmf]17
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(9) Αν α, β, γ διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, να δείξετε ότι ο  
[image: image163.wmf]2
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 είναι διαδοχικοί όροι επίσης αριθμητικής προόδου.

(10) Αν οι αριθμοί 
[image: image166.wmf]1
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είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου τότε να αποδείξετε ότι οι 
[image: image169.wmf]2
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 είναι επίσης διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου.

(11) Αν σε μια αριθμητική πρόοδο 
[image: image172.wmf]20
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 και η διαφορά του τρίτου από τον δέκατο όρο είναι 35, να βρεθεί ο 5ος της όρος.    [α5 = 24] 
(12) Να βρεθούν 4 αριθμοί που αποτελούν αριθμητική πρόοδο αν το γινόμενο των άκρων όρων της είναι 45 και το γινόμενο των μέσων όρων της είναι 72.

(13) Να αποδειχθεί ότι αν οι πλευρές α, β, γ και η ημιπερίμετρος τριγώνου αποτελούν αριθμητική πρόοδο τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο.

(14) Να βρεθούν τα α και β του τριωνύμου 
[image: image173.wmf]2
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x2 + αx + β, αν οι συντελεστές 1, α, β σχηματίζουν αύξουσα αριθμητική πρόοδο και το άθροισμα των τετραγώνων των ριζών της είναι 62.      [α = 10,  β = 19]
(15) Να παρεμβληθούν ανάμεσα στο 9 και το 34 άλλοι αριθμοί ώστε να προκύψουν 11 διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου.      [ω = 2,5]
(16) Να δειχθεί ότι 
[image: image174.wmf]ν2ν3ν

3S3SS0

-+=

.
(17) Σε αριθμητική πρόοδο από 
[image: image175.wmf]2

ν1

+

 όρους ο πρώτος όρος είναι α και ο τελευταίος β.  Να βρεθεί ο μεσαίος όρος.       [xν+1 = 
[image: image176.wmf]2

α

β

+

]
(18) Αν α, β, γ αποτελούν αριθμητική πρόοδο τότε και οι  
[image: image177.wmf]βγ

+

, 
[image: image178.wmf]γα

+

, 
[image: image179.wmf]αβ

+

 αποτελούν αριθμητική πρόοδο.

(19) Να βρεθεί τετραψήφιος αριθμός αν τα ψηφία είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου και αν το τελευταίο ψηφίο είναι τετραπλάσιο του πρώτου.    [2.468]
(20) Να βρεθεί το άθροισμα 
[image: image180.wmf]2

ν
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ν2ν3ν4ν5ν...ν

=++++++

. 
(21) Εάν σε αριθμητική πρόοδο 
[image: image181.wmf]1
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=

 τότε να δειχθεί ότι 
[image: image182.wmf]22
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.

(22) Να αποδειχθεί ότι αν σε  τρίγωνο ΑΒΓ οι πλευρές και οι γωνίες είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου τότε το ΑΒΓ είναι ισόπλευρο.

(23) Δίνεται η αριθμητική πρόοδος 
[image: image183.wmf]5,8,11,...

. Να βρείτε τον ν-στο όρο της και να εξετάσετε αν υπάρχει όρος της προόδου ο οποίος είναι επταπλάσιος του τρίτου όρου της.

(24) Σε μια αριθμητική πρόοδο ισχύουν οι σχέσεις 
[image: image184.wmf]5
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=

 και 
[image: image185.wmf]49

αα50

+=

. Να βρείτε:

a) Τον πρώτο της όρο 
[image: image186.wmf]1
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 και τη διαφορά της ω

[image: image187.wmf][

]

1
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==


b) Τον δέκατο της όρο 
[image: image188.wmf]10

α




[image: image189.wmf][

]
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c) Ποιος όρος της προόδου ισούται με 47



(25) Δίνεται η ακολουθία 
[image: image190.wmf]ν

α2ν11

=-

. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία είναι αριθμητική πρόοδος και να βρείτε πόσους όρους της προόδου πρέπει να προσθέσουμε για να προκύψει άθροισμα 2.000. 

[image: image191.wmf][

]

ω2,ν50

==


[image: image192.wmf][

]
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(26) Οι αριθμοί 
[image: image193.wmf]3x2,x1,2x5

-+-

 είναι ΔΟΑΠ. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x, τη διαφορά ω της προόδου και αν ο αριθμός 
[image: image194.wmf]3x2

-

 είναι ο έκτος όρος της να βρείτε τον πρώτο όρο της και το 
[image: image195.wmf]20

S

.
5.3 Γεωμετρική πρόοδος

Ορισμοί
Γεωμετρική πρόοδος λέγεται μια ακολουθία, αν κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούμενο του με πολλαπλασιασμό επί τον ίδιο πάντοτε μη μηδενικό αριθμό. Δηλαδή: 
[image: image196.wmf]νν

ααλ

=×

 με 
[image: image197.wmf]λ0

¹

.
Γεωμετρικός μέσος δύο αριθμών α και γ ονομάζεται ο αριθμός β, όταν α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου (ΔΟΓΠ).

Τυπολόγιο

1. 
[image: image198.wmf]ν1
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2. 
[image: image199.wmf]2
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3. 
[image: image200.wmf]ν
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Θεωρήματα

(1) Να αποδείξετε ότι 
[image: image201.wmf]ν1
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Απόδειξη:


[image: image202.wmf]11
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Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη της ν αυτές ισότητες και εφαρμόζοντας το νόμο της διαγραφής βρίσκουμε 
[image: image203.wmf]ν1
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.

(2) Να αποδείξετε ότι 
[image: image204.wmf]2
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Απόδειξη:

	Ορθό
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[image: image205.wmf]2

α,β,γΔ.Ο.Γ.Π.

βγ

λκαιλ

αβ

βγ

αβ

βαγ

==

=

=×


	
[image: image206.wmf]2
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Ασκήσεις λυμένες
(1) Να βρείτε το ν-στο όρο της γεωμετρικής προόδου: -3, 9, -27, …

Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image207.wmf]1
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 και ο λόγος της 
[image: image208.wmf]9
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Έτσι 
[image: image209.wmf](
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(2) Να βρείτε τον 
[image: image210.wmf]9
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 της γεωμετρικής προόδου 
[image: image211.wmf]842
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Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image212.wmf]1
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 και ο λόγος της 
[image: image213.wmf]4
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Έτσι 
[image: image214.wmf]918
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(3) Να βρείτε τον 1ο όρο της γεωμετρικής προόδου, της οποίας ο 
[image: image215.wmf]4
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 και ο λόγος 
[image: image216.wmf]6
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.
Λύση:
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[image: image221.wmf]1

72

α

216

=-



[image: image222.wmf]1
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(4) Να βρείτε το λόγο μιας γεωμετρικής προόδου της οποίας 
[image: image223.wmf]3
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 και 
[image: image224.wmf]6
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Λύση:
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[image: image227.wmf](
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[image: image228.wmf]2
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(5) Να βρείτε τον 
[image: image229.wmf]11
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 μιας γεωμετρικής προόδου με 
[image: image230.wmf]5

α16

=-

 και 
[image: image231.wmf]8
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.

Λύση:
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[image: image233.wmf](
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[image: image234.wmf](
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Συνεπώς 
[image: image235.wmf](
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(6) Έστω η γεωμετρική πρόοδος 
[image: image236.wmf]1,2,4,8,16,......

---

 Να βρείτε το πλήθος των όρων της μέχρι και τον όρο που ισούται με 1.024.

Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image237.wmf]1
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 και ο λόγος της 
[image: image238.wmf]2
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Έτσι 

	
[image: image239.wmf]ν
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[image: image245.wmf]ν11
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(7) Να βρείτε το γεωμετρικό μέσο των αριθμών 2 και 8.
Λύση:


[image: image246.wmf]2
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[image: image247.wmf]2
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[image: image248.wmf]β16
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[image: image249.wmf]β4
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(8) Να βρείτε το x ώστε οι αριθμοί 
[image: image250.wmf]x7

-

, 
[image: image251.wmf]x5

+

, 
[image: image252.wmf]x19

-

 να αποτελούν γεωμετρική πρόοδο.

Λύση:


[image: image253.wmf]x7
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, 
[image: image254.wmf]x5
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, 
[image: image255.wmf]x19
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 ΔΟΓΠ

[image: image256.wmf](
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[image: image258.wmf]10x19x7x13325
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[image: image259.wmf]36x108
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[image: image260.wmf]x3
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(9) Να βρείτε το άθροισμα των πρώτων 10 όρων της γεωμετρικής προόδου 
[image: image261.wmf]1,2,4,8,16,......

---


Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image262.wmf]1
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 και ο λόγος της 
[image: image263.wmf]2
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Έτσι 


[image: image264.wmf](
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(10) Να υπολογίσετε το άθροισμα: 
[image: image265.wmf]111
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Λύση:

Ο πρώτος όρος της είναι 
[image: image266.wmf]1
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 και ο λόγος της 
[image: image267.wmf]1
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Έτσι 
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Συνεπώς:


[image: image276.wmf]5
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Ασκήσεις
(1) Σε μια γεωμετρική πρόοδο ο 
[image: image277.wmf]3

α20

=

 και ο 
[image: image278.wmf]7

α320

=

. Να βρείτε τη γεωμετρική πρόοδο. [α1 = 5,   λ = 2,   Γ.Π.: 5, 10, 20, …]
(2) Αν σε μια γεωμετρική πρόοδο είναι 
[image: image279.wmf]λ2

=

 και 
[image: image280.wmf]6

α448

=

, να βρείτε τον 
[image: image281.wmf]5

α

.  [α5 = 224]
(3) Αν σε μια γεωμετρική πρόοδο είναι 
[image: image282.wmf]4

α13

=

 και 
[image: image283.wmf]6

α117

=

 να βρείτε το πλήθος των όρων όταν ο τελευταίος είναι ο 9477.   [ν=10]
(4) Ποια είναι η γεωμετρική πρόοδο αν ο 
[image: image284.wmf]5

α

 υπερβαίνει τον 
[image: image285.wmf]3

α

 κατά 225 και τον 
[image: image286.wmf]4

α

 κατά 125.  [α1=256, λ =
[image: image287.wmf]4

5

]
(5) Εάν α, β, γ, δ είναι διαδοχικοί όροι Γ.Π. δείξτε ότι:  
[image: image288.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

βγγαδβαδ

-+-+-=-

 

(6) Να βρείτε τις γεωμετρικές προόδους στις οποίες οι 3 πρώτοι όροι έχουν άθροισμα 42 και ο 
[image: image289.wmf]11

α

 είναι 16 φορές μεγαλύτερος του 
[image: image290.wmf]7

α

. [λ = 2,  α1 = 6  /   λ = -2,   α1 = 14]
(7) Αν α, β, γ αποτελούν συγχρόνως και Γ.Π. και Α.Π. τότε δείξτε ότι 
[image: image291.wmf]αβγ

==

.

(8) Αν οι α, 34, β είναι διαδοχικοί όροι Α.Π. και οι α, 30, β είναι διαδοχικοί όροι Γ.Π. ποια τα α και β;     [α = 18,  β = 50].
(9) Σε Γ.Π. είναι 
[image: image292.wmf]63
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 και 
[image: image293.wmf]4

S80

=

.   Ποια είναι η πρόοδος;      [λ = 1 αδύνατο,  λ = 3  α = ]
(10) ΕάΑνν α, β, γ, δ είναι διαδοχικοί όροι Γ.Π. τότε να δείξετε ότι: 
[image: image294.wmf](
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(11) Εάν το γινόμενο των 4 διαδοχικών όρων Γ.Π. είναι 729 και ο 4ος ισούται με το γινόμενο των 2 μεσαίων, ποιοι οι όροι;    [1, 3, 9, 27   ή   -1, -3, -9, -27].
(12) Σε Γ.Π. το άθροισμα των3 πρώτων όρων ισούται με 1 και το διπλάσιο του 2ου αυξημένο κατά 1, ισούται με τον πρώτο όρο.  Ποια η πρόοδος;       [
[image: image295.wmf]7
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,
[image: image296.wmf]7
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,
[image: image297.wmf]7
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 …]
(13) Εάν α, β, γ διαδοχικοί όροι Γ.Π. τότε 
[image: image298.wmf]γ
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.
(14) Εάν x, y, z αποτελούν αριθμητική πρόοδο και 
[image: image299.wmf]xyz147

++=

, να βρεθούν τα x, y, z εάν δίνεται ότι οι x, z , y αποτελούν Γ.Π.    [x = y = z = 49   ή x = 196, y = 49, z = -98]
(15) Οι x, ω, z αποτελούν αριθμητική πρόοδο, οι x, y, z αποτελούν Γ.Π. 
[image: image300.wmf]xy

ωz126 

+++=

 και  
[image: image301.wmf]ω –y14

=

.  Ποια τα  x, y,ω, z;       [7, 21, 35, 63     ή     63, 35, 21, 7]
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