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Κεφάλαιο 2ο

§ 3.1 Εξισώσεις 1ου  βαθμού
Η εξίσωση 
[image: image1.wmf]αxβ0

+=


(1) Τι ονομάζουμε εξίσωση 1ου βαθμού;

Εξίσωση 1ου βαθμού (ή πρωτοβάθμια εξίσωση) με άγνωστο 
[image: image2.wmf]x

 ονομάζεται κάθε εξίσωση της μορφής 
[image: image3.wmf]αxβ0

+=

.

(2) Τι ονομάζεται ρίζα ή λύση της εξίσωσης 1ου βαθμού;

Ρίζα ή λύση της εξίσωσης ονομάζεται κάθε αριθμός που την επαληθεύει.

(3) Τι ονομάζουμε συντελεστές στην εξίσωση 
[image: image4.wmf]αxβ0

+=

;
Συντελεστές τις εξίσωσης 
[image: image5.wmf]αxβ0

+=

 ονομάζονται τα α και β.
(4) Τι ονομάζουμε όρους της εξίσωσης 
[image: image6.wmf]αxβ0

+=

;

Όροι της εξίσωσης 
[image: image7.wmf]αxβ0

+=

 ονομάζονται τα μονώνυμα 
[image: image8.wmf]αx

 και β.

(5) Ποιος είναι ο άγνωστος και ποιος ο γνωστός όρος της εξίσωσης 
[image: image9.wmf]αxβ0
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;

Άγνωστος όρος της εξίσωσης 
[image: image10.wmf]αxβ0

+=

 είναι ο όρος 
[image: image11.wmf]αx

.

Γνωστός όρος της εξίσωσης 
[image: image12.wmf]αxβ0

+=

 είναι ο όρος β.

(6) Τι ονομάζουμε παραμετρική εξίσωση 1ου βαθμού;

Παραμετρική εξίσωση 1ου βαθμού ονομάζεται η εξίσωση 
[image: image13.wmf]αxβ0
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 της οποίας ένας τουλάχιστον από τους συντελεστές της εκφράζεται με τη βοήθεια γραμμάτων.

(7) Τι ονομάζεται παράμετρος σε μια παραμετρική εξίσωση;

Παράμετρος ονομάζεται το γράμμα με το οποίο εκφράζονται οι συντελεστές της εξίσωσης.

(7) Τι ονομάζεται διερεύνηση παραμετρικής εξίσωσης;

Διερεύνηση παραμετρικής εξίσωσης ονομάζεται η εργασία που κάνουμε για να βρούμε της ρίζες της.
(8) Συνοψίστε σε ένα πίνακα την διερεύνηση της εξίσωσης 1ου βαθμού 
	Πίνακας διερεύνησης της εξίσωσης α’ βαθμού (
[image: image14.wmf]x0

a+b=

)

	1. Αν 
[image: image15.wmf]0
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 η εξίσωση έχει τη λύση 
[image: image16.wmf]x

b
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.

	2. Αν 
[image: image17.wmf]0
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 και 
[image: image18.wmf]0
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 η εξίσωση είναι αδύνατη.

	3. Αν 
[image: image19.wmf]0
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 και 
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 η εξίσωση είναι αόριστη (ταυτότητα).


(9) Τι σημαίνει ότι η εξίσωση είναι αδύνατη;

Αδύνατη εξίσωση σημαίνει ότι δεν υπάρχει κανένας πραγματικός αριθμός που να είναι ρίζα της.

(10) Τι σημαίνει ότι η εξίσωση είναι αόριστη ή ταυτότητα;

Αόριστη ή ταυτότητα σημαίνει ότι όλοι οι πραγματικοί αριθμοί είναι ρίζες της.

Παραδείγματα επίλυσης εξισώσεων 1ου βαθμού
Μεθοδολογία

Για την επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:

· Αν υπάρχουν παρενθέσεις και παρονομαστές απαλείφουμε πρώτα τις παρενθέσεις

· Απαλείφουμε τους παρονομαστές

· Απαλείφουμε τις παρενθέσεις

· Χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους όρους

· Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων

· Αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός διαιρούμε και τα δύο της μέλη με τον συντελεστή του αγνώστου.

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
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Λύση:
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
[image: image28.wmf]x47x
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Λύση:


[image: image29.wmf]x47x

3x5

22

-

=--Û



[image: image30.wmf]x47x

226x10

22

-

=--Û



[image: image31.wmf]x47x6x10

-=--Û



[image: image32.wmf]x7x6x410

-+=-Û



[image: image33.wmf]0x6

=-


Αδύνατη

(3) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
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Λύση:


[image: image35.wmf]8x5x12

4x

33

+

+=+Û



[image: image36.wmf]8x5x12

31233x

33

+

+=+Û



[image: image37.wmf]8x125x123x

+=+-Û
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Αόριστη

Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού

Παραδείγματα επίλυσης ρητών ή κλασματικών εξισώσεων που ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού.

Μεθοδολογία

· Παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές

· Βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών

· Λύνουμε την εξίσωση ΕΚΠ=0, της ρίζες της οποίας εξαιρούμε από το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Για αυτό το νέο σύνολο ορίζεται η εξίσωση.

· Απαλείφουμε τους παρονομαστές

· Απαλείφουμε τις παρενθέσεις

· Χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους όρους

· Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων

· Αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός διαιρούμε και τα δύο της μέλη με τον συντελεστή του αγνώστου.

· Εξαιρούμε τις ρίζες που δεν ανήκουν στο σύνολο που ορίζεται η εξίσωση.

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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Λύση:
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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Παραδείγματα επίλυσης εξισώσεων που περιέχουν απόλυτες τιμές της μεταβλητής και ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού. 

Μεθοδολογία

Οι εξισώσεις αυτής της κατηγορίας έχουν ή μπορούν να πάρουν μια από τις παρακάτω μορφές:

(Α) 
[image: image63.wmf](
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 αλγεβρική παράσταση με μεταβλητή το 
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· Αν 
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· Αν 
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· Αν 
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, η εξίσωση είναι αδύνατη

(Β) 
[image: image77.wmf](

)

(

)

AxBx

=

, όπου 
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 αλγεβρικές παραστάσεις με μεταβλητή το 
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(Γ) 
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 αλγεβρικές παραστάσεις με μεταβλητή το 
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· Αν 
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, τότε 
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· Αν 
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, τότε η εξίσωση είναι αδύνατη

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
[image: image93.wmf]2x1x3

-=+

 

Λύση:
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
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Λύση:
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Πρέπει 
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Με τον παραπάνω περιορισμό έχουμε:
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Από τις παραπάνω λύσεις δεκτή είναι μόνο η 
[image: image165.wmf]x1
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 , διότι μόνο αυτή ικανοποιεί τον περιορισμό 
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.
Παραδείγματα επίλυσης παραμετρικών εξισώσεων 1ου βαθμού

Μεθοδολογία:

· Κάνουμε πράξεις και φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή 
[image: image167.wmf]AxB
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· Παραγοντοποιούμε τους συντελεστές Α και Β.

· Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης 
[image: image168.wmf]A0

=

.

· Για τις τιμές της παραμέτρου που βρίσκουμε διερευνούμε την παραμετρική εξίσωση δηλαδή:

· Για τις τιμές της παραμέτρου που είναι 
[image: image169.wmf]A0
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 η παραμετρική εξίσωση   έχει μοναδική λύση την 
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· Την κάθε μια από τις ρίζες της 
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 λύνουμε την παραμετρική εξίσωση η οποία σ’ αυτή την περίπτωση είναι αόριστη ή αδύνατη.

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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Αν 
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Παραδείγματα επίλυσης εξισώσεων που δεν είναι 1ου βαθμού

Μεθοδολογία:

· Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος

· Παραγοντοποιούμε το πρώτο μέλος

· Χρησιμοποιούμε την ισοδυναμία 
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· Χρήσιμη και η ισοδυναμία 
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 σε περίπτωση που δεν παραγοντοποιείται το πρώτο μέλος 

(1) Να επιλύσετε την εξίσωση: 
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(2) Να επιλύσετε την εξίσωση: 
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Προβλήματα που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού
Μεθοδολογία:

· Για να λύσουμε ένα πρόβλημα με χρήση εξίσωσης 1ου βαθμού, θέτουμε με 
[image: image230.wmf]x

 την άγνωστη ποσότητα και κατασκευάζουμε την εξίσωση που προκύπτει από τα δεδομένα της άσκησης.
(1) Μια δεξαμενή σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου έχει διαστάσεις βάσεις 
[image: image231.wmf]12m

 και 
[image: image232.wmf]8m

. Αν περιέχει 
[image: image233.wmf]144.000

 λίτρα νερό, να βρείτε το ύψος της στάθμης του νερού.

Λύση:

Έχουμε:


[image: image234.wmf]12m120dm
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Έστω 
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 το ύψος της στάθμης του νερού. Τότε:
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 ή 
[image: image246.wmf]1,5m


Ερωτήσεις κατανόησης
Να εξετάσετε αν είναι αληθείς (Α) ή ψευδείς (Ψ) οι παρακάτω ισχυρισμοί.

(α) Οι εξισώσεις 
[image: image247.wmf]xx

=

 και 
[image: image248.wmf]x
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x
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 είναι ισοδύναμες

(β) Αν 
[image: image249.wmf]α0

¹

, τότε η εξίσωση 
[image: image250.wmf]αxβ0
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 έχει ακριβώς μία λύση.

(γ) Η εξίσωση 
[image: image251.wmf]x30
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 είναι αδύνατη

(δ) Η εξίσωση 
[image: image252.wmf]λx0

=

 έχει μοναδική λύση τη 
[image: image253.wmf]x0

=

 για κάθε πραγματικό αριθμό 
[image: image254.wmf]λ


(ε) Η εξίσωση 
[image: image255.wmf]xx
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 είναι αδύνατη

(στ) Η εξίσωση 
[image: image256.wmf]x3x3
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 είναι ταυτότητα

(ζ) Αν 
[image: image257.wmf]β0

=

, τότε η εξίσωση 
[image: image258.wmf]αxβ0

+=

 ή είναι αδύνατη ή έχει ακριβώς μία λύση

(η) Αν 
[image: image259.wmf]αβ0

==

, τότε η εξίσωση 
[image: image260.wmf]αxβ0

+=

 αληθεύει για κάθε 
[image: image261.wmf]x
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(θ) Αν 
[image: image262.wmf]θ0

>

 και 
[image: image263.wmf]x
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, τότε 
[image: image264.wmf]x
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 ή 
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θ
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(ι) Αν 
[image: image266.wmf]x
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, όπου 
[image: image267.wmf]α0
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 τότε η εξίσωση είναι αδύνατη
(ια) Η εξίσωση 
[image: image268.wmf]4x14x1
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 είναι ταυτότητα

(ιβ) Η εξίσωση 
[image: image269.wmf](
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κ1xκ

+=

  είναι παραμετρική

(ιγ) Η εξίσωση 
[image: image270.wmf](

)

λ1xλ
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  είναι αδύνατη όταν 
[image: image271.wmf]λ1
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(ιδ) Η εξίσωση 
[image: image272.wmf](
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μ1xμ
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 είναι αδύνατη

(ιε) Η εξίσωση 
[image: image273.wmf]32
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  έχει λύση το 
[image: image274.wmf]x1
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Ασκήσεις

1. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
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2. Να λυθούν και να διερευνηθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
[image: image285.wmf](
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[image: image296.wmf]222

22xx2x4

9x49x12x49x4

+-+

-=

-++-


xiii. 
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3. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
[image: image300.wmf]3x14
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ii. 
[image: image301.wmf]2x10
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iii. 
[image: image302.wmf]13x5
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iv. 
[image: image303.wmf]x12
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v. 
[image: image304.wmf]4x370
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vi. 
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vii. 
[image: image306.wmf]31x12
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viii. 
[image: image307.wmf]23x128
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ix. 
[image: image308.wmf](
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x. 
[image: image309.wmf]32x342x38
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xi. 
[image: image310.wmf]32x33x312
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xii. 
[image: image311.wmf]22x317432x
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xiii. 
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xiv. 
[image: image313.wmf]2x1x2
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xv. 
[image: image314.wmf]32x1x1
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xvi. 
[image: image315.wmf]212x34x
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xvii. 
[image: image316.wmf]x1x3
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xviii. 
[image: image317.wmf]x22x1
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xix. 
[image: image318.wmf]x2x4
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xx. 
[image: image319.wmf]2
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xxi. 
[image: image320.wmf]x
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xxii. 
[image: image321.wmf]2x3x
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xxiii. 
[image: image322.wmf]7x2

2

x4

-

=

+

 

xxiv. 
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xxv. 
[image: image324.wmf]4x57
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xxvi. 
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xxvii. 
[image: image326.wmf]3x12
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xxviii. 
[image: image327.wmf](
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xxix. 
[image: image328.wmf]x22x
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xxx. 
[image: image329.wmf]x13x
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4. Να λυθούν και να διερευνηθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
[image: image330.wmf]x1x

a+a+=


ii. 
[image: image331.wmf]2
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a-=+a


iii. 
[image: image332.wmf]2
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iv. 
[image: image333.wmf](
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v. 
[image: image334.wmf](
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vi. 
[image: image335.wmf](
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vii. 
[image: image336.wmf](
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viii. 
[image: image337.wmf](
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5. Να βρεθεί ένας αριθμός, του οποίου το διπλάσιο αυξημένο κατά 15, είναι ίσο με το τριπλάσιο του ελαττωμένο κατά 9.
6. Το άθροισμα των ηλικιών τριών προσώπων είναι 86 έτη. Να βρεθεί η ηλικία του καθενός, αν γνωρίζουμε, ότι ο δεύτερος έχει διπλάσια ηλικία από τον πρώτο και ότι ο τρίτος είναι 14 χρόνια μικρότερος από τον δεύτερο.
7. Τρία πρόσωπα Α, Β, Γ μοιράστηκαν ένα ποσό. Ο Α πήρε το 
[image: image338.wmf]1

5

 αυτού και 100 € ακόμη, ο Β πήρε το 
[image: image339.wmf]1

3

 του ποσού και 90 € ακόμη και ο Γ πήρε το 
[image: image340.wmf]1

4

 του ποσού και 70 € ακόμη. Να βρεθεί το ποσό που μοιράστηκαν και τι πήρε ο καθένας.
8. Ένας χώρισε ένα κεφάλαιο 48.000 € σε δυο μέρη και τόκισε το πρώτο μέρος με επιτόκιο 6% και το δεύτερο με επιτόκιο 4%. Ο ετήσιος τόκος που έλαβε από τα δύο κεφάλαια είναι όσος θα έπαιρνε αν τόκιζε όλο το κεφάλαιο προς 5,5%. Να βρεθούν τα δύο μέρη του κεφαλαίου.
9. Δύο ποδηλάτες Α και Β φεύγουν ταυτόχρονα από δύο πόλεις Σ και Θ, οι οποίες απέχουν 195 χιλιόμετρα και κατευθύνονται προς συνάντηση. Η ταχύτητα του Β είναι κατά 3 χιλιόμετρα μικρότερη των 
[image: image341.wmf]9

10

 της ταχύτητας του Α. Οι ποδηλάτες συναντήθηκαν μετά 6 ώρες από την αναχώρηση τους. Να υπολογιστούν οι ταχύτητες των ποδηλάτων, αν γνωρίζουμε, ότι ο Β σταμάτησε στην διαδρομή για μια ώρα.
§ 3.2 Η εξίσωση 
[image: image342.wmf]ν
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Για την λύση της εξίσωσης 
[image: image343.wmf]ν
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 αρκεί να γνωρίζετε τον παρακάτω συγκεντρωτικό πίνακα:

Παρατηρήσεις

· Αναφερόμαστε μόνο σε ν-οστές ρίζες μη αρνητικών αριθμών. Έτσι, παρ’ ότι για παράδειγμα είναι 
[image: image344.wmf](
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Παράδειγμα επίλυσης εξισώσεων της μορφής 
[image: image349.wmf]ν
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1. Να επιλυθεί η εξίσωση 
[image: image350.wmf]4
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Λύση:


[image: image351.wmf]4
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[image: image353.wmf]x0
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 ή
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2. Να επιλυθεί η εξίσωση 
[image: image359.wmf]32
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, για τις διάφορες τιμές του λ.

Λύση:

Αν 
[image: image360.wmf]λ0

¹

, τότε η εξίσωση γίνεται 
[image: image361.wmf]3
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Επομένως 

· όταν 
[image: image362.wmf]λ0
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 τότε 
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· όταν 
[image: image364.wmf]λ0
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 τότε 
[image: image365.wmf]3
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Αν 
[image: image366.wmf]λ0
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, τότε η εξίσωση είναι ταυτότητα.

   Ασκήσεις

1. Να επιλυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

	(α)
	
[image: image367.wmf]5
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	(β)
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	(γ)
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	(στ)
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2. Να επιλυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

	(α)
	
[image: image382.wmf]73
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	(β)
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	(γ)
	
[image: image384.wmf]84

81x16x0

-=



	(δ)
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§  2.3    Εξισώσεις 2ου βαθμού   

·  Η εξίσωση 
[image: image394.wmf]2

αx+ βx + γ = 0, α0

¹

            
· Μια εξίσωση λέγεται δευτέρου βαθμού όταν είναι της μορφής: 
[image: image395.wmf]2

αx+ βx + γ = 0,  α0

¹

 με άγνωστο το χ. 
Οι αριθμοί α , β , γ λέγονται συντελεστές της εξίσωσης και μπορεί να είναι συγκεκριμένοι αριθμοί ή παράμετροι.
· Ρίζα (λύση) της εξίσωσης λέγεται ο αριθμός που επαληθεύει την εξίσωση (δηλ ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης 
[image: image396.wmf]2

αx+ βx + γ = 0, α0

¹

, αν και μόνο αν 
[image: image397.wmf]2

αρ+ βρ + γ = 0

)

· Επίλυση της εξίσωσης: 
[image: image398.wmf]2

αx+ βx + γ = 0, α0

¹


· Η αλγεβρική παράσταση: 
[image: image399.wmf]2

Δ = β - 4αγ

 λέγεται διακρίνουσα της εξίσωσης  και το πρόσημό της καθορίζει το πλήθος των ριζών της εξίσωσης.

Ισχύουν: 

[image: image583.jpg]
	    
[image: image400.wmf]2

Δ = β - 4αγ


	Η εξίσωση 
[image: image401.wmf]2

αx+ βx + γ = 0  ,  α0

¹



	Αν  Δ > 0
	έχει δύο ρίζες άνισες , τις 
[image: image402.wmf]1,2
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β ± Δ
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	Αν Δ = 0
	έχει μια διπλή ρίζα , την 
[image: image403.wmf]-
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	Αν Δ < 0
	Δεν έχει πραγματικές ρίζες 


· Παράδειγμα 1ο  

Να λύσετε την εξίσωση : 
[image: image404.wmf]2

2x+7x - 9 = 0  


Λύση 

Η διακρίνουσα  της εξίσωσης είναι :  
[image: image405.wmf]22

Δ  β - 4αγ742(9)1210

==-××-=>


Επειδή  
[image: image406.wmf]Δ >0

 , η εξίσωση έχει δύο άνισες ρίζες .  Οι  ρίζες είναι : 


[image: image407.wmf]1
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· Παράδειγμα 2ο  

Να λύσετε την εξίσωση : 
[image: image408.wmf]2

4x-4x +1 = 0  


Λύση 

Η διακρίνουσα  της εξίσωσης είναι :  
[image: image409.wmf]22

Δ  β - 4αγ(-4)4410

==-××=


Επειδή  
[image: image410.wmf]Δ =0

 , η εξίσωση έχει διπλή ρίζα .  Η διπλή ρίζα  είναι : 
[image: image411.wmf]β 41
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· Παράδειγμα 3ο  

Να λύσετε την εξίσωση : 
[image: image412.wmf]2

x+x +10 = 0  


Λύση 

Η διακρίνουσα  της εξίσωσης είναι :  
[image: image413.wmf]22

Δ  β - 4αγ  14110390

==-××=-<


Επειδή  
[image: image414.wmf]Δ < 0

 , η εξίσωση είναι αδύνατη και δεν έχει λύση .
· Παρατήρηση 1 (Ελλιπείς εξισώσεις)

Η χρησιμοποίηση της διακρίνουσας Δ , για τη λύση δευτεροβάθμιας εξίσωσης δεν μας συμφέρει όταν είναι β=0  ή γ = 0.

· Παράδειγμα 4ο  

Να λύσετε τις εξισώσεις :

	i. 
[image: image415.wmf]2

5x = 0  


	ii. 
[image: image416.wmf]2

2x-  8 = 0  


	iii. 
[image: image417.wmf]2

2x+  7 = 0  


	iv. 
[image: image418.wmf]2

x=  4x 




Λύση 

i.  
[image: image419.wmf]2

5x = 0 x0 
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ii. 
[image: image420.wmf]222
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iii. 
[image: image421.wmf]222
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iv. 
[image: image422.wmf]22
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· Παρατήρηση 2 

Αν οι συντελεστές α και γ  της εξίσωσης: 
[image: image423.wmf]2

αx+ βx + γ = 0,  α0

¹

 (1) είναι ετερόσημοι, τότε  αγ < 0, που σημαίνει – αγ > 0, οπότε 
[image: image424.wmf]2

Δ = β - 4αγ

> 0. Άρα η εξίσωση (1) έχει δύο λύσεις άνισες.

Έτσι η εξίσωση 
[image: image425.wmf]2

3x+10x-13 = 0

 έχει δύο άνισες ρίζες, αφού 


[image: image426.wmf]αγ390

=-<

 .

· Παρατήρηση 3 

Όταν η  διακρίνουσα  Δ είναι τέλειο τετράγωνο, δηλ 
[image: image427.wmf]2

Δ = A

, τότε για τις ρίζες της εξίσωσης θα γράφουμε  
[image: image428.wmf]1,2
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[image: image429.wmf]1,2

β Α 

x  

2

-±

=


· Παράδειγμα 5ο  

Να επιλυθεί η εξίσωση: 
[image: image430.wmf](
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Λύση:

Φέρνουμε την εξίσωση σε κανονική μορφή κάνοντας την επιμεριστική ιδιότητα, φέροντας στο πρώτο μέλος γνωστούς και αγνώστους, διατάσσοντας κατά τις φθίνουσες δυνάμεις του x τους όρους της εξίσωσης.


[image: image431.wmf](
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Η εξίσωση είναι παραμετρική γιατί οι συντελεστές 
[image: image432.wmf]2

α2βαγα

===-

 περιέχουν την παράμετρο α

Έτσι η διακρίνουσα είναι:


[image: image433.wmf](
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Συνεπώς:
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· Παράδειγμα 6ο  

Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image435.wmf]22

x-3kx - 10k = 0

, 
[image: image436.wmf]kR
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Λύση 

Η διακρίνουσα  της εξίσωσης είναι:  
[image: image437.wmf](
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Επειδή  
[image: image438.wmf]Δ 0
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 , η εξίσωση έχει  ρίζες πραγματικές .  Οι λύσεις είναι: 


[image: image439.wmf]2
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· Παρατήρηση 4 

Η σημασία ορισμένων εκφράσεων σχετικά με την 
[image: image440.wmf]2

αx+ βx + γ = 0, α0

¹

.

Η έκφραση: Η εξίσωση 
[image: image441.wmf]2

αx+ βx + γ = 0  ,  α0

¹

:

· έχει δύο ρίζες άνισες , σημαίνει ότι είναι Δ > 0 .

· έχει μία τουλάχιστον λύση , σημαίνει ότι είναι 
[image: image442.wmf]Δ 0

³

 .

· έχει μία διπλή ρίζα , σημαίνει ότι είναι Δ = 0 .

· δεν έχει πραγματικές ρίζες , σημαίνει ότι είναι Δ < 0 .

· Άθροισμα και γινόμενο ριζών της εξίσωσης
[image: image443.wmf]2

αx+ βx + γ = 0, α0

¹


· Αν 
[image: image444.wmf]12

χ , χ 

είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
[image: image445.wmf]2

αx+ βx + γ = 0, α0

¹

, S  τo άθροισμα και  P  το γινόμενό τους, τότε έχουμε: 


[image: image446.wmf]12

β

S = x+x= - 

α

      και    
[image: image447.wmf]12

γ

P = xx=  

α

×

  (τύποι του Vieta )

· Αν 
[image: image448.wmf]12

S = x+x

 και 
[image: image449.wmf]12

P = xx

×

 ,  τότε η εξίσωση 
[image: image450.wmf]2

x-Sx + P = 0 

 έχει ρίζες τις  
[image: image451.wmf]12

χ, χ 


· Παρατήρηση  5  

1. Μπορούμε να βρούμε τις ρίζες 
[image: image452.wmf]1

χ

 και 
[image: image453.wmf]2

χ

 μιας εξίσωσης χωρίς να τη λύσουμε, βρίσκοντας δύο αριθμούς με άθροισμα 
[image: image454.wmf]12

x+x

 και γινόμενο 
[image: image455.wmf]12

xx

×


Π.χ. 

Δίνεται η εξίσωση 
[image: image456.wmf]2

x-3x + 2 = 0

. Αν 
[image: image457.wmf]1

χ

 και 
[image: image458.wmf]2

χ

 οι ρίζες της τότε: 
[image: image459.wmf]12

χ+ χ=3 

και 
[image: image460.wmf]12

χχ=2

×

. Γινόμενο 2 έχουν οι αριθμοί: 1 , 2. Άρα 
[image: image461.wmf]12

χ=1, χ=2 


2. Αν γνωρίζουμε τις ρίζες 
[image: image462.wmf]12

χ , χ 

μιας  εξίσωσης , τότε μπορούμε να βρούμε την εξίσωση αυτή .

Π.χ. 

Η εξίσωση με ρίζες 
[image: image463.wmf]12

χ=2 , χ=3 

 είναι 
[image: image464.wmf]2

x-5x + 6 = 0 

 αφού 
[image: image465.wmf]12

S = x+x235
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 και 
[image: image466.wmf]12

P = xx236
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3. Αν γνωρίζουμε το άθροισμα και  το γινόμενο δύο αριθμών 
[image: image467.wmf]1

χ

 και 
[image: image468.wmf]2

χ

 τότε μπορούμε να βρούμε τους αριθμούς αυτούς λύνοντας την εξίσωση 
[image: image469.wmf]2

x-Sx  P  0 

+=

, όπου 
[image: image470.wmf]12

S xx
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      και  
[image: image471.wmf]12

P xx
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Π.χ. 

Οι αριθμοί που έχουν άθροισμα 2 και γινόμενο -2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
[image: image472.wmf]2

x-2x -2  0 
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(1) . Για να τους βρούμε λύνουμε την (1) .
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· Υπενθύμιση: 

Ισχύουν : 
[image: image474.wmf](
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  και 
[image: image475.wmf](
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· Παράδειγμα 7ο  

Αν 
[image: image476.wmf]1

x

, 
[image: image477.wmf]2

x

 είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
[image: image478.wmf]2
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 να υπολογιστούν οι παραστάσεις: 

α) 
[image: image479.wmf]12

xx
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 β) 
[image: image480.wmf]12

xx

 γ) 
[image: image481.wmf]12
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 δ) 
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Λύση:
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δ) 
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· Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις  2ου βαθμού . 
I. Εξισώσεις της μορφής : 
[image: image490.wmf]2

αx+ βx + γ = 0  ,  α0

¹


Επειδή 
[image: image491.wmf]2

2

x= x

 η εξίσωση 
[image: image492.wmf]2

αx βx  γ  0  

++=

γράφεται : 
[image: image493.wmf]2

αx βx  γ  0  ,  α0

++=¹

  (1) . Για τη λύση της (1) θέτουμε 
[image: image494.wmf]x 

ω  , ω0
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, οπότε η (1) γίνεται : 
[image: image495.wmf]2

αω βωγ  0  ,  α0

++=¹

.

· Παράδειγμα 8ο
Να λυθεί η εξίσωση : 
[image: image496.wmf]2

3x5x - 2 = 0  

-


Λύση


[image: image497.wmf]θέτω xω
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Επειδή 
[image: image498.wmf]ωx 0
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, δεχόμαστε μόνο τη θετική ρίζα.

Έτσι έχουμε: 
[image: image499.wmf]ω2x2x2 ή x-2
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II. Κλασματικές εξισώσεις 

· Παράδειγμα 9ο  
Να λυθεί η εξίσωση : 
[image: image500.wmf]2
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Λύση 

Πρέπει : 
[image: image501.wmf]x10x1
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. Έχουμε : 


[image: image502.wmf](
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Η x =1 απορρίπτεται λόγω του περιορισμού . Άρα  x = 7

III. Διτετράγωνες εξισώσεις της μορφής: 
[image: image503.wmf]42

αx+ βx + γ = 0, α0

¹


· Παράδειγμα 10ο  
Να λυθεί η εξίσωση : 
[image: image504.wmf]42

9x-37x + 4 = 0  


Λύση 

Έχουμε: 
[image: image505.wmf](
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Έτσι: 

i. Αν ψ  = 4 τότε :
[image: image506.wmf]2

ψ4x 4x  2 ή x  -2

=Û=Û==


ii. Αν 
[image: image507.wmf]1

ψ = 

9

  τότε : 
[image: image508.wmf]2
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Γενικά μια διτετράγωνη εξίσωση μπορεί να έχει 4 ή  2 ή  καμία λύση .

· Παρατήρηση 6

Είδος ριζών της εξίσωσης 
[image: image509.wmf]2

αx+ βx + γ = 0,  α0

¹

 
Δίνεται η εξίσωση: [image: image510.wmf]2

αx+ βx + γ = 0  ,  α0

¹

. Αν 
[image: image511.wmf]12

S = x+x

 και  
[image: image512.wmf]12

P = xx

×

τότε :

Αν :

· {
[image: image513.wmf]P 

< 0} τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες ετερόσημες

· 
[image: image514.wmf]{

}

Δ0, P > 0, S > 0

³Û

{τότε η ( 1 ) έχει δύο ρίζες θετικές}

· 
[image: image515.wmf]{

}

Δ0, P > 0, S < 0

³Û

{τότε η ( 1 ) έχει δύο ρίζες αρνητικές} 

· 
[image: image516.wmf]{

}

Δ > 0, P > 0, S > 0

Û

{τότε η (1) έχει δύο ρίζες θετικές και άνισες}

· 
[image: image517.wmf]{

}

Δ > 0, P > 0, S > 0

Û

{τότε η (1) έχει δύο ρίζες αρνητικές και άνισες}

· 
[image: image518.wmf]{

Δ > 0, S = 0}

Û

 {τότε η ( 1 ) έχει δύο ρίζες αντίθετες}

· 
[image: image519.wmf]{

Δ > 0, P = 1}

Û

 {τότε η ( 1 ) έχει δύο ρίζες αντίστροφες}

Ασκήσεις

1. Να λυθούν οι εξισώσεις : 

	i. 
[image: image520.wmf]2

x-x-6  0  
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	ii. 
[image: image521.wmf]2
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	iii. 
[image: image522.wmf]2
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	iv. 
[image: image523.wmf]2

9x12x4  0  
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	v. 
[image: image524.wmf]2

2x6x40
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	vi. 
[image: image525.wmf]2

2xx10

++=




2. Να λυθούν οι εξισώσεις

	i. 
[image: image526.wmf]2

2xx0

+=


	ii. 
[image: image527.wmf]2

2x40
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	iii. 
[image: image528.wmf]2

2x10

+=



	iv. 
[image: image529.wmf]2

2x6x0
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	v. 
[image: image530.wmf](
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	vi. 
[image: image531.wmf](
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3. Να λυθούν οι εξισώσεις : 

	i. 
[image: image532.wmf](
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ii. 
[image: image533.wmf](
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	iii. 
[image: image534.wmf](
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	iv. 
[image: image535.wmf](
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v. 
[image: image536.wmf](
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4. Να λυθούν οι εξισώσεις

	Α)
	
[image: image537.wmf](
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	Β)
	
[image: image538.wmf](
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5. Η εξίσωση x2 + (m - 1) x - 1 = 0 έχει ρίζες οποιοσδήποτε κι αν 

      είναι ο m.    Γιατί;

6. Αν η εξίσωση x2 - 4x + α = 0 έχει για διπλή ρίζα το 2, τότε ο α ισούται με:

     Α. 1             Β. – 1            Γ. 4
        Δ. - 4
   Ε. 0

7. Ποιο είναι το κ όταν η εξίσωση 6x2 + 7x + κ = 0 έχει μια ρίζα διπλή;

8. Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες η εξίσωση 
[image: image539.wmf](
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 έχει μια ρίζα διπλή .

9.   Δίνεται η εξίσωση 2x2 + 2x - μ + 3 = 0. Να βρεθεί για ποιες 

      τιμές του μ:

    α) έχει δύο διαφορετικές ρίζες          β)  έχει μια διπλή ρίζα

    γ) δεν έχει ρίζες.

10. Δίνεται η εξίσωση x2 + 6x – 4λ + 1 = 0. Να βρεθεί για ποιες   

       τιμές   του μ:

   α) έχει δύο διαφορετικές ρίζες          β)  έχει μια διπλή ρίζα

   γ) δεν έχει ρίζες.

11. Να λυθούν οι εξισώσεις : 

	i. 
[image: image540.wmf](
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ii. 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image542.wmf],
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	iii. 
[image: image543.wmf](
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12. Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης: 


[image: image545.wmf](
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[image: image546.wmf]m3
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      για   τις    διάφορες τιμές του m.

13. Να βρεθεί ο 
[image: image547.wmf]α
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 ώστε η εξίσωση 
[image: image548.wmf](
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 να έχει   

      διπλή ρίζα η οποία να υπολογιστεί.

14. Αν η εξίσωση 
[image: image549.wmf](
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 έχει ρίζα το -2 

      να βρεθεί ο λ. 

15. Έστω η εξίσωση 
[image: image550.wmf]2
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 (1). Για ποιες τιμές του λ

	Α.
	Είναι αδύνατη στο 
[image: image551.wmf]¡

;

	Β.
	Έχει άνισες ρίζες στο 
[image: image552.wmf]¡

;

	Γ.
	Δύο ίσες ρίζες στο 
[image: image553.wmf]¡

;


16. Να προσδιορίσετε τις ρίζες των παρακάτω εξισώσεων χωρίς να 

     υπολογίσετε την διακρίνουσά τους. 

  α) x2 + 6x + 8 = 0             β)  x2 - 8x + 15 = 0             

  γ) x2 + x - 12 = 0              δ)  3x2 - 7x + 2  = 0      

17. Να σχηματίσετε μια εξίσωση δευτέρου βαθμού που να έχει  ρίζες 

       τους    αριθμούς:

α) x1 = 4,     x2 = 3                     β) x1 = 4,      x2 = 
[image: image554.wmf]1

4


γ) x1 = α + β    x2 = α - β              δ) x1 = 5 + 
[image: image555.wmf]2

,   x2 = 5 - 
[image: image556.wmf]2


18. Να βρείτε δύο αριθμούς :

        α) με άθροισμα 
[image: image557.wmf]5

6

και γινόμενο
[image: image558.wmf]1

6


        β) με άθροισμα 2 και γινόμενο -1

19. Ποιο είναι το κ, όταν η εξίσωση  κx2 - 4x - 35 = 0 έχει άθροισμα ριζών ίσο με 1;

20.   Ποιο είναι το κ όταν η εξίσωση 2x2 + κ (x - 6) = 0 έχει ρίζες των οποίων το γινόμενο είναι - 
[image: image559.wmf]1

2

;

21. Αν 
[image: image560.wmf]1
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, 
[image: image561.wmf]2

x

 είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
[image: image562.wmf]2
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 να υπολογιστούν οι παραστάσεις: 

α) 
[image: image563.wmf]12
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β) 
[image: image564.wmf]12

xx

 
γ) 
[image: image565.wmf]12
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δ) 
[image: image566.wmf]22
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 ε) 
[image: image567.wmf]33
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22.   Να λυθούν οι εξισώσεις:

         α) x4 - 6x2 + 8 = 0               β)  x4 - 3x2 - 4 = 0 

     γ) x4 - 2x2 - 15 = 0              δ)  6y4 + 17y2 = - 12
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23. Να λυθούν οι εξισώσεις: 
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ε)  (2x-1)2- (2x-1(- 6 = 0

24. Να λυθούν οι εξισώσεις: 
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25. Να λυθούν οι εξισώσεις: 
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