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Κεφάλαιο 2ο

2.1 Εξισώσεις 1ου  βαθμού
Η εξίσωση 
[image: image1.wmf]αxβ0

+=


(1) Τι ονομάζουμε εξίσωση 1ου βαθμού;

Εξίσωση 1ου βαθμού (ή πρωτοβάθμια εξίσωση) με άγνωστο 
[image: image2.wmf]x

 ονομάζεται κάθε εξίσωση της μορφής 
[image: image3.wmf]αxβ0

+=

.

(2) Τι ονομάζεται ρίζα ή λύση της εξίσωσης 1ου βαθμού;

Ρίζα ή λύση της εξίσωσης ονομάζεται κάθε αριθμός που την επαληθεύει.

(3) Τι ονομάζουμε συντελεστές στην εξίσωση 
[image: image4.wmf]αxβ0

+=

;
Συντελεστές τις εξίσωσης 
[image: image5.wmf]αxβ0

+=

 ονομάζονται τα α και β.
(4) Τι ονομάζουμε όρους της εξίσωσης 
[image: image6.wmf]αxβ0

+=

;

Όροι της εξίσωσης 
[image: image7.wmf]αxβ0

+=

 ονομάζονται τα μονώνυμα 
[image: image8.wmf]αx

 και β.

(5) Ποιος είναι ο άγνωστος και ποιος ο γνωστός όρος της εξίσωσης 
[image: image9.wmf]αxβ0

+=

;

Άγνωστος όρος της εξίσωσης 
[image: image10.wmf]αxβ0

+=

 είναι ο όρος 
[image: image11.wmf]αx

.

Γνωστός όρος της εξίσωσης 
[image: image12.wmf]αxβ0

+=

 είναι ο όρος β.

(6) Τι ονομάζουμε παραμετρική εξίσωση 1ου βαθμού;

Παραμετρική εξίσωση 1ου βαθμού ονομάζεται η εξίσωση 
[image: image13.wmf]αxβ0
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 της οποίας ένας τουλάχιστον από τους συντελεστές της εκφράζεται με τη βοήθεια γραμμάτων.

(7) Τι ονομάζεται παράμετρος σε μια παραμετρική εξίσωση;

Παράμετρος ονομάζεται το γράμμα με το οποίο εκφράζονται οι συντελεστές της εξίσωσης.

(7) Τι ονομάζεται διερεύνηση παραμετρικής εξίσωσης;

Διερεύνηση παραμετρικής εξίσωσης ονομάζεται η εργασία που κάνουμε για να βρούμε της ρίζες της.
(8) Συνοψίστε σε ένα πίνακα την διερεύνηση της εξίσωσης 1ου βαθμού 
	Πίνακας διερεύνησης της εξίσωσης α’ βαθμού (
[image: image14.wmf]x0

a+b=

)

	1. Αν 
[image: image15.wmf]0

a¹

 η εξίσωση έχει τη λύση 
[image: image16.wmf]x

b
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a

.

	2. Αν 
[image: image17.wmf]0
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 και 
[image: image18.wmf]0
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 η εξίσωση είναι αδύνατη.

	3. Αν 
[image: image19.wmf]0
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 και 
[image: image20.wmf]0

b=

 η εξίσωση είναι αόριστη (ταυτότητα).


(9) Τι σημαίνει ότι η εξίσωση είναι αδύνατη;

Αδύνατη εξίσωση σημαίνει ότι δεν υπάρχει κανένας πραγματικός αριθμός που να είναι ρίζα της.

(10) Τι σημαίνει ότι η εξίσωση είναι αόριστη ή ταυτότητα;

Αόριστη ή ταυτότητα σημαίνει ότι όλοι οι πραγματικοί αριθμοί είναι ρίζες της.

Παραδείγματα επίλυσης εξισώσεων 1ου βαθμού
Μεθοδολογία

Για την επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:

· Αν υπάρχουν παρενθέσεις και παρονομαστές απαλείφουμε πρώτα τις παρενθέσεις

· Απαλείφουμε τους παρονομαστές

· Απαλείφουμε τις παρενθέσεις

· Χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους όρους

· Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων

· Αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός διαιρούμε και τα δύο της μέλη με τον συντελεστή του αγνώστου.

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
[image: image21.wmf](
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Λύση:
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
[image: image28.wmf]x47x

3x5

22

-

=--

 

Λύση:
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Αδύνατη

(3) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
[image: image34.wmf]8x5x12

4x

33

+

+=+


Λύση:
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Αόριστη

Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού

Παραδείγματα επίλυσης ρητών ή κλασματικών εξισώσεων που ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού.

Μεθοδολογία

· Παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές

· Βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών

· Λύνουμε την εξίσωση ΕΚΠ=0, της ρίζες της οποίας εξαιρούμε από το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Για αυτό το νέο σύνολο ορίζεται η εξίσωση.

· Απαλείφουμε τους παρονομαστές

· Απαλείφουμε τις παρενθέσεις

· Χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους όρους

· Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων

· Αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός διαιρούμε και τα δύο της μέλη με τον συντελεστή του αγνώστου.

· Εξαιρούμε τις ρίζες που δεν ανήκουν στο σύνολο που ορίζεται η εξίσωση.

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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Λύση:
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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Λύση:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image58.wmf](
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Παραδείγματα επίλυσης εξισώσεων που περιέχουν απόλυτες τιμές της μεταβλητής και ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού. 

Μεθοδολογία

Οι εξισώσεις αυτής της κατηγορίας έχουν ή μπορούν να πάρουν μια από τις παρακάτω μορφές:

(Α) 
[image: image63.wmf](
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, όπου 
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 αλγεβρική παράσταση με μεταβλητή το 
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 και 
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· Αν 
[image: image67.wmf]κ0
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, έχουμε 
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· Αν 
[image: image72.wmf]κ0

=

, έχουμε 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf](
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· Αν 
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, η εξίσωση είναι αδύνατη

(Β) 
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, όπου 
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 αλγεβρικές παραστάσεις με μεταβλητή το 
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(Γ) 
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, όπου 
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 αλγεβρικές παραστάσεις με μεταβλητή το 
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· Αν 
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, τότε 
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· Αν 
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, τότε η εξίσωση είναι αδύνατη

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
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Λύση:
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Όμως
	Όμως
	
	

	
[image: image100.wmf]2x1x3

-=+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image101.wmf]Û


	
	
[image: image102.wmf](

)

2x1x3

-=-+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image103.wmf]Û



	
[image: image104.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image105.wmf]2xx31

-=+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image106.wmf]Û


	
	
[image: image107.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf]2x1x3

-=--



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image109.wmf]Û



	
[image: image110.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image111.wmf]x4

=


	
	
[image: image112.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image113.wmf]2xx31

+=-+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image114.wmf]Û



	
	
	
[image: image115.wmf]Û

3χ=-2
[image: image116.wmf]Û



	
	
	
[image: image117.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image118.wmf]3x2

33

-

=

 
[image: image119.wmf]Û



	
	
	
[image: image120.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image121.wmf]2

x

3

=-

 


(2) Να επιλυθεί η εξίσωση: 
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Λύση:
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Πρέπει 
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Με τον παραπάνω περιορισμό έχουμε:
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Από τις παραπάνω λύσεις δεκτή είναι μόνο η 
[image: image165.wmf]x1
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 , διότι μόνο αυτή ικανοποιεί τον περιορισμό 
[image: image166.wmf]2

x

3

³

.
Παραδείγματα επίλυσης παραμετρικών εξισώσεων 1ου βαθμού

Μεθοδολογία:

· Κάνουμε πράξεις και φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή 
[image: image167.wmf]AxB
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· Παραγοντοποιούμε τους συντελεστές Α και Β.

· Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης 
[image: image168.wmf]A0

=

.

· Για τις τιμές της παραμέτρου που βρίσκουμε διερευνούμε την παραμετρική εξίσωση δηλαδή:

· Για τις τιμές της παραμέτρου που είναι 
[image: image169.wmf]A0

¹

 η παραμετρική εξίσωση   έχει μοναδική λύση την 
[image: image170.wmf]B
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· Την κάθε μια από τις ρίζες της 
[image: image171.wmf]A0
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 λύνουμε την παραμετρική εξίσωση η οποία σ’ αυτή την περίπτωση είναι αόριστη ή αδύνατη.

(1) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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(2) Να επιλυθεί η εξίσωση 
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[image: image194.wmf]1

m¹

 και 
[image: image195.wmf]1

m¹-

 τότε 
[image: image196.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

211

x

11

m+m+

=

m-m+

.

Αν 
[image: image197.wmf]1

m=

 τότε 
[image: image198.wmf]0x6

=

 (αδύνατη)

Αν 
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Παραδείγματα επίλυσης εξισώσεων που δεν είναι 1ου βαθμού

Μεθοδολογία:

· Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος

· Παραγοντοποιούμε το πρώτο μέλος

· Χρησιμοποιούμε την ισοδυναμία 
[image: image201.wmf]αβ0α0ήβ0
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· Χρήσιμη και η ισοδυναμία 
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 σε περίπτωση που δεν παραγοντοποιείται το πρώτο μέλος 

(1) Να επιλύσετε την εξίσωση: 
[image: image203.wmf](

)

(

)

2

xx52xx5x50

---+-=


Λύση:


[image: image204.wmf](

)

(

)

2

xx52xx5x50

---+-=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image205.wmf]Û



[image: image206.wmf](

)

(

)

2

x5x2x10

--+=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image207.wmf]Û



[image: image208.wmf](

)

(

)

2

x5x10

--=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image209.wmf]Û



[image: image210.wmf]x50

-=

 
ή 

[image: image211.wmf](

)

2

x10

-=



[image: image212.wmf]x5

=



ή

[image: image213.wmf]x10

-=






[image: image214.wmf]x1

=


(2) Να επιλύσετε την εξίσωση: 
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Προβλήματα που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού
Μεθοδολογία:

· Για να λύσουμε ένα πρόβλημα με χρήση εξίσωσης 1ου βαθμού, θέτουμε με 
[image: image230.wmf]x

 την άγνωστη ποσότητα και κατασκευάζουμε την εξίσωση που προκύπτει από τα δεδομένα της άσκησης.
(1) Μια δεξαμενή σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου έχει διαστάσεις βάσεις 
[image: image231.wmf]12m

 και 
[image: image232.wmf]8m

. Αν περιέχει 
[image: image233.wmf]144.000

 λίτρα νερό, να βρείτε το ύψος της στάθμης του νερού.

Λύση:

Έχουμε:


[image: image234.wmf]12m120dm

=



[image: image235.wmf]8m80dm

=



[image: image236.wmf]2
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Έστω 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image238.wmf]dm

 το ύψος της στάθμης του νερού. Τότε:
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 ή 
[image: image246.wmf]1,5m


Ερωτήσεις κατανόησης
Να εξετάσετε αν είναι αληθείς (Α) ή ψευδείς (Ψ) οι παρακάτω ισχυρισμοί.

(α) Οι εξισώσεις 
[image: image247.wmf]xx

=

 και 
[image: image248.wmf]x

1

x

=

 είναι ισοδύναμες

(β) Αν 
[image: image249.wmf]α0

¹

, τότε η εξίσωση 
[image: image250.wmf]αxβ0

+=

 έχει ακριβώς μία λύση.

(γ) Η εξίσωση 
[image: image251.wmf]x30

+=

 είναι αδύνατη

(δ) Η εξίσωση 
[image: image252.wmf]λx0

=

 έχει μοναδική λύση τη 
[image: image253.wmf]x0

=

 για κάθε πραγματικό αριθμό 
[image: image254.wmf]λ


(ε) Η εξίσωση 
[image: image255.wmf]xx

=-

 είναι αδύνατη

(στ) Η εξίσωση 
[image: image256.wmf]x3x3

+=+

 είναι ταυτότητα

(ζ) Αν 
[image: image257.wmf]β0

=

, τότε η εξίσωση 
[image: image258.wmf]αxβ0

+=

 ή είναι αδύνατη ή έχει ακριβώς μία λύση

(η) Αν 
[image: image259.wmf]αβ0

==

, τότε η εξίσωση 
[image: image260.wmf]αxβ0
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 αληθεύει για κάθε 
[image: image261.wmf]x
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(θ) Αν 
[image: image262.wmf]θ0

>

 και 
[image: image263.wmf]x
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, τότε 
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(ι) Αν 
[image: image266.wmf]x
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, όπου 
[image: image267.wmf]α0

<

 τότε η εξίσωση είναι αδύνατη
(ια) Η εξίσωση 
[image: image268.wmf]4x14x1
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 είναι ταυτότητα

(ιβ) Η εξίσωση 
[image: image269.wmf](
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+=

  είναι παραμετρική

(ιγ) Η εξίσωση 
[image: image270.wmf](
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  είναι αδύνατη όταν 
[image: image271.wmf]λ1
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(ιδ) Η εξίσωση 
[image: image272.wmf](

)
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 είναι αδύνατη

(ιε) Η εξίσωση 
[image: image273.wmf]32
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  έχει λύση το 
[image: image274.wmf]x1
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Ασκήσεις

1. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
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2. Να λυθούν και να διερευνηθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
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xi. 
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xii. 
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3. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
[image: image300.wmf]3x14
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ii. 
[image: image301.wmf]2x10
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iii. 
[image: image302.wmf]13x5
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iv. 
[image: image303.wmf]x12

+=-

 

v. 
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vi. 
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vii. 
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viii. 
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ix. 
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x. 
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xi. 
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xii. 
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xiii. 
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xiv. 
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xv. 
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xvi. 
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xvii. 
[image: image316.wmf]x1x3
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xviii. 
[image: image317.wmf]x22x1
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xix. 
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xx. 
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xxi. 
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xxii. 
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xxv. 
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xxvi. 
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xxvii. 
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xxviii. 
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4. Να λυθούν και να διερευνηθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

i. 
[image: image330.wmf]x1x
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ii. 
[image: image331.wmf]2
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iii. 
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iv. 
[image: image333.wmf](
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v. 
[image: image334.wmf](
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vi. 
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vii. 
[image: image336.wmf](
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viii. 
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5. Να βρεθεί ένας αριθμός, του οποίου το διπλάσιο αυξημένο κατά 15, είναι ίσο με το τριπλάσιο του ελαττωμένο κατά 9.
6. Το άθροισμα των ηλικιών τριών προσώπων είναι 86 έτη. Να βρεθεί η ηλικία του καθενός, αν γνωρίζουμε, ότι ο δεύτερος έχει διπλάσια ηλικία από τον πρώτο και ότι ο τρίτος είναι 14 χρόνια μικρότερος από τον δεύτερο.
7. Τρία πρόσωπα Α, Β, Γ μοιράστηκαν ένα ποσό. Ο Α πήρε το 
[image: image338.wmf]1

5

 αυτού και 100 € ακόμη, ο Β πήρε το 
[image: image339.wmf]1

3

 του ποσού και 90 € ακόμη και ο Γ πήρε το 
[image: image340.wmf]1

4

 του ποσού και 70 € ακόμη. Να βρεθεί το ποσό που μοιράστηκαν και τι πήρε ο καθένας.
8. Ένας χώρισε ένα κεφάλαιο 48.000 € σε δυο μέρη και τόκισε το πρώτο μέρος με επιτόκιο 6% και το δεύτερο με επιτόκιο 4%. Ο ετήσιος τόκος που έλαβε από τα δύο κεφάλαια είναι όσος θα έπαιρνε αν τόκιζε όλο το κεφάλαιο προς 5,5%. Να βρεθούν τα δύο μέρη του κεφαλαίου.
9. Δύο ποδηλάτες Α και Β φεύγουν ταυτόχρονα από δύο πόλεις Σ και Θ, οι οποίες απέχουν 195 χιλιόμετρα και κατευθύνονται προς συνάντηση. Η ταχύτητα του Β είναι κατά 3 χιλιόμετρα μικρότερη των 
[image: image341.wmf]9
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 της ταχύτητας του Α. Οι ποδηλάτες συναντήθηκαν μετά 6 ώρες από την αναχώρηση τους. Να υπολογιστούν οι ταχύτητες των ποδηλάτων, αν γνωρίζουμε, ότι ο Β σταμάτησε στην διαδρομή για μια ώρα.
2.2 Διάταξη πραγματικών αριθμών

Έννοια διάταξης

Ορισμός

Ένας αριθμός α είναι μεγαλύτερος από έναν αριθμό β, αν και μόνο η διαφορά α-β είναι θετικός αριθμός. Δηλαδή: 
[image: image342.wmf]0
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.

Άμεσες συνέπειες του ορισμού

1. 
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Ιδιότητες

1. 
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2. 
[image: image353.wmf]αβαγβγ
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3. Αν 
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, τότε: 
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4. Αν 
[image: image356.wmf]γ0
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, τότε: 
[image: image357.wmf]αβ
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5. Αν 
[image: image358.wmf]γ0
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, τότε: 
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6. Αν 
[image: image360.wmf]γ0
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, τότε: 
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7. 
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8. Αν 
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9. Δεν μπορούμε να αφαιρέσουμε κατά μέλη ανισώσεις

10. Δεν μπορούμε να διαιρέσουμε κατά μέλη ανισώσεις

11. Αν 
[image: image365.wmf](
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12. Αν 
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Διαστήματα
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Ερωτήσεις κατανόησης

1. Να εξετάσετε αν είναι σωστοί ή λάθος οι παρακάτω ισχυρισμοί:
	
	
	Σωστό
	Λάθος

	1)
	Αν 
[image: image387.wmf]xy0
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	Αν 
[image: image393.wmf]αβαβ

->+

 τότε 
[image: image394.wmf]β0

<


	Χ
	

	5)
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	Αν 
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2. Σε καθεμία από τις επόμενες περιπτώσεις, να επιλέξετε τη σωστή απάντηση

(α) Αν 
[image: image420.wmf]αβ
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 τότε:
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(γ) Αν 
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(δ) Η σχέση 
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 ισχύει:

	(i) για κάθε α
	(ii) για κάθε 
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	(iv) για κάθε 
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Απάντηση

	(α)
	(β)
	(γ)
	(δ)

	(i)
	(iv)
	(iii)
	(iv)


3. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε δεδομένο της 1ης στήλης το συμπέρασμα που αντιστοιχεί στη 2η στήλη.
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	2η στήλη
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4. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα σύμφωνα με το παράδειγμα:

	
	Ανίσωση που ικανοποιεί ο x
	Διάστημα στο οποίο ανήκει ο x
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5. Να συμπληρώσετε την 3η και την 4η στήλη του παρακάτω πίνακα με κατάλληλο διάστημα ή με κάποιο από τα σύμβολα 
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Ασκήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι

i. 
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2. Αν 
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 τότε να δειχθεί ότι 
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3. Αν α, β, γ θετικοί αριθμοί, τότε να αποδειχθεί ότι 
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4. Αν 
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, να αποδειχθεί ότι 
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5. Αν α, β, γ είναι θετικοί αριθμοί διάφοροι μεταξύ τους, να αποδειχθεί η ανισότητα:
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6. Αν α>1, τότε: 
[image: image489.wmf]32

1

a>a-a+

.

7. Αν α>1 τότε: 
[image: image490.wmf]432
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8. Αν α>0 και κ ακέραιος και θετικός αριθμός, να αποδειχθεί ότι:
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9. Αν 
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εκτός αν 
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10. Αν α και β είναι ομόσημοι αριθμοί, να αποδειχθεί ότι:
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11. Αν οι πραγματικοί αριθμοί α-1 και β-1 είναι ετερόσημοι, να συγκρίνετε τους αριθμούς αβ+1 και α+β.

12. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς 
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2.3 Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού

Ορισμός

Ονομάζουμε απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α και συμβολίζουμε 
[image: image502.wmf]α
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Γεωμετρική Ερμηνεία του ορισμού
Απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α  είναι η απόσταση του σημείου στο οποίο παριστάνεται ο αριθμός στον άξονα των πραγματικών αριθμών, από την αρχή του άξονα.

Ορισμός

Απόσταση δύο αριθμών α , β  και συμβολίζουμε: d (α , β),  ονομάζουμε την απόλυτη τιμή της διαφοράς τους , δηλ.:   
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Προσοχή 
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Συνεπώς 
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Προσοχή!
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Παραδείγματα – Εφαρμογές

Αν σε κάποια άσκηση θέλουμε να διώξουμε κάποιο απόλυτο, θα πρέπει να ξέρουμε το πρόσημο της παράστασης που είναι μέσα σ’ αυτό ώστε να εφαρμόσουμε τον ορισμό της απόλυτης τιμής. Αν δεν μπορούμε να βρούμε το πρόσημο αυτό από τα δεδομένα του προβλήματος, θα διακρίνουμε περιπτώσεις για το πρόσημο της παράστασης αυτής.

π.χ.

(1) Αν είναι 
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Λύση

Θα βρούμε τα πρόσημα των παραστάσεων που βρίσκονται μέσα στα απόλυτα.
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(2) Αν 
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, να βρείτε τη μορφή του Α χωρίς απόλυτα. Πότε το Α είναι ανεξάρτητο του 
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Λύση

Επειδή από τα δεδομένα του προβλήματος δεν μπορούμε να βρούμε το πρόσημο του 
[image: image686.wmf]x1

+

 θα διακρίνουμε περιπτώσεις:

Έστω 
[image: image687.wmf]x10x1

+³Û³-

. Τότε 
[image: image688.wmf]x1x1

+=+

. Άρα 
[image: image689.wmf]Ax1x2x1

=++=+


Έστω 
[image: image690.wmf]x10x1

+<Û<-

. Τότε 
[image: image691.wmf]x1x1

+=--

. Άρα 
[image: image692.wmf]Ax1x1

=--+=-


Συνεπώς:


[image: image693.wmf]2x1

ανx1

A

1

ανx1

+³-

ì

=

í

-<-

î


Παρατηρούμε ότι το Α είναι ανεξάρτητο του 
[image: image694.wmf]x

, όταν το 
[image: image695.wmf]x1

£-

.

Υπάρχουν ασκήσεις που μπορούν να λυθούν κάνοντας χρήση άμεσων συνεπειών και ιδιοτήτων των απόλυτων τιμών.

π.χ.

(1) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x,y ισχύουν:

(α) 
[image: image696.wmf]22

xy2xy

+³


(β) 
[image: image697.wmf]22

xy2xy

+³-


(γ) 
[image: image698.wmf]xy

2,xy0

yx

+³×¹


(δ) 
[image: image699.wmf]3x5y2

+³-


Λύση

(α) 
[image: image700.wmf]22

xy2xy

+³
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image706.wmf](

)

2

xy0
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 που ισχύει.

(β) 
[image: image707.wmf]22

xy2xy

+³-
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2

xy0

+³

 που ισχύει.

(γ) 
[image: image714.wmf]xy

2
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+³
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image724.wmf](

)
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 που ισχύει.

(δ) 
[image: image725.wmf]x0

³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image726.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image727.wmf]3x0

³

 και 
[image: image728.wmf]y0

³
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image730.wmf]5y0

³

 συνεπώς 
[image: image731.wmf]3x5y02

+³>-


(2) Να αποδείξετε ότι 
[image: image732.wmf]α2β3γ113γα2β

-+-=--+


Λύση


[image: image733.wmf](

)

α2β3γ1α2β3γ1α2β3γ113γα2β

-+-=--+-=-+-+=--+


Ασκήσεις

(1) Αν α>β>0 να υπολογίσετε τις παρακάτω προτάσεις, ώστε να μην έχουν απόλυτες τιμές.

(α) 
[image: image734.wmf]Ααβ2αβ

=--+


(β) 
[image: image735.wmf]Β2αβ3αβ52αβ63β4α

=--+--+-

 

(2) Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

(α) 
[image: image736.wmf]63531625

++---+-


(β) 
[image: image737.wmf]5

π8π83

-++---


(3) Αν 
[image: image738.wmf]α2β

<<

, να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:

(α) 
[image: image739.wmf]A

α22β

=---


(β) 
[image: image740.wmf]B

α2β2

=-+-


(γ) 
[image: image741.wmf]Γβα2αβ

=---


(4) Αν 
[image: image742.wmf]x3

<

, να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:

(α) 
[image: image743.wmf]Ax32x4x5

=---+-


(β) 
[image: image744.wmf]B53xx2x7

=---


(5) Να αποδείξετε ότι αν 
[image: image745.wmf]0x2

<<

, τότε οι επόμενες παραστάσεις:


[image: image746.wmf]Ax1x22x2

=++++-

 και 
[image: image747.wmf]Bx22x53x

=-+-+


είναι ανεξάρτητες του 
[image: image748.wmf]x

.

(6) Να γράψετε χωρίς απόλυτες τιμές την παράσταση 
[image: image749.wmf]Ax2x2

=++-

 όταν:

(α) 
[image: image750.wmf]x2

<-



(β) 
[image: image751.wmf]2x2

-££


(γ) 
[image: image752.wmf]x2

>


(7) Αν 
[image: image753.wmf]αβ0

<<

, να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:

(α) 
[image: image754.wmf]A

αβ2β361α

=---+-


(β) 
[image: image755.wmf]B

αβββ

=++-


(8) Αν 
[image: image756.wmf]α,β

Î

¡

, να αποδείξετε ότι:

(α) 
[image: image757.wmf]ααββ0

+++³


(β) 
[image: image758.wmf]αβ

2

αβ

+£

 με 
[image: image759.wmf]αβ0

¹


(9) Αν είναι 
[image: image760.wmf]Αx1x

=++

 να βρείτε την μορφή του Α χωρίς απόλυτα. Πότε το Α είναι ανεξάρτητο του x;
(10) Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής.

(α) 
[image: image761.wmf]Ax6

=-


(β) 
[image: image762.wmf]Bx12

=++


(γ) 
[image: image763.wmf]Γx2x

=++


(δ) 
[image: image764.wmf]Δxx

=-


(ε) 
[image: image765.wmf]E2xx6

=--+


(στ) 
[image: image766.wmf]K2x12x

=--


(ζ) 
[image: image767.wmf]Λ3χ22

=--+


(11) Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:


[image: image768.wmf]22

A

α3α7

=++--



[image: image769.wmf]22

B

α6α9α4α4
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(12) Αν 
[image: image770.wmf]x0

¹

, να απλοποιήσετε τα κλάσματα:


[image: image771.wmf]9
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4

xx
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xx
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, 

[image: image772.wmf](
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(13) Αν είναι 
[image: image773.wmf]1x2

-<<

 να γράψετε την παρακάτω παράσταση χωρίς απόλυτα: 
[image: image774.wmf]K2x13x26x2

=++++-

.

(14) Αν είναι 
[image: image775.wmf]Px1x23

=-+++

 να βρείτε τη μορφή του Ρ χωρίς απόλυτα.
(15) Αν 
[image: image776.wmf]α3β

<<

, να αποδειχθεί ότι: 
[image: image777.wmf]3

ααβ3β2α6

-+---+=

.

(16) Αν 
[image: image778.wmf]x1

<

 και 
[image: image779.wmf]1

y

5

<

, να αποδείξετε ότι 
[image: image780.wmf]2x5y3

+<


(17) Αν 
[image: image781.wmf]α1

<

 και 
[image: image782.wmf]β2

£

, να αποδείξετε ότι:

(α) 
[image: image783.wmf]αβ3

+<


(β) 
[image: image784.wmf]2

αβ4

-<


(γ) 
[image: image785.wmf]3

αβ5

+<


(δ) 
[image: image786.wmf]5

α2β9

-<


(18) Να απλοποιήσετε τα παρακάτω κλάσματα:

(α) 
[image: image787.wmf]2

2

4x4x1

1

A,x

4x12

-+

=¹±

-


(β) 
[image: image788.wmf]5

6

3

4

xx

B,x0,x1

xx

-

=¹¹±

-


(γ) 
[image: image789.wmf]2

2

α44α

Γ,α5

α2

-+-

=>

-


(19) Να αποδείξετε ότι:

(α) 
[image: image790.wmf](

)

(

)

xxxx0

-+=


(β) 
[image: image791.wmf]2xx3xxx5x0

--+++=


(20) Αν 
[image: image792.wmf]2x3

<

 και 
[image: image793.wmf]x

Î

¢

 να βρεθεί η τιμή της παράστασης: 
[image: image794.wmf]2004

Kx20

=-

.

(21) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image795.wmf]x42x1x2

+=+Û=

.

(22) Να αποδείξετε ότι: Αν 
[image: image796.wmf]x3

¹-

 τότε: 
[image: image797.wmf]13x

11x1

x3

+

£Û-££

+

.
(23) Δίνεται η παράσταση 
[image: image798.wmf]2

x4x4

A2x484x62011

x2

-+

=-+--×+

-


(α) Για ποιες τιμές του 
[image: image799.wmf]x

 ορίζεται η παράσταση Α;

(β) Να αποδειχθεί ότι 
[image: image800.wmf]A2011

=

 για κάθε 
[image: image801.wmf]x2

¹

.

(24) Να βρεθεί ο αριθμός α, ώστε να ισχύει 
[image: image802.wmf]2

α4126α8

-+-=


(25) Να βρεθεί το μήκος, το κέντρο και η ακτίνα του διαστήματος 
[image: image803.wmf][

]

3,5

-


(26) Να βρεθούν οι αριθμοί 
[image: image804.wmf]x

 για τους οποίους ισχύει ότι:

(α) 
[image: image805.wmf]x3

<



(β) 
[image: image806.wmf]x25

-<


(γ) 
[image: image807.wmf]x34

+<


(δ) 
[image: image808.wmf]2x3

->


(27) Να βρεθούν όλοι οι πραγματικοί αριθμοί 
[image: image809.wmf]x

 με την ιδιότητα:


[image: image810.wmf]x1x54

-+-=


(28) Αν 
[image: image811.wmf]α2β

<<

, να απλοποιηθεί η παράσταση: 
[image: image812.wmf]A

αββ2α22α3

=---+---


(29) Δίνεται η παράσταση 
[image: image813.wmf]Ax33x1

=-+-


(α) Να γραφεί η παράσταση Α χωρίς το σύμβολο της απόλυτης τιμής.

(β) Για ποιες του 
[image: image814.wmf]x

 είναι 
[image: image815.wmf]A0

=

;

(30) Δίνεται η παράσταση 
[image: image816.wmf](

)

Axx23x2x3

=-+-+-


(α) Να γραφεί η παράσταση 
[image: image817.wmf](

)

Ax

 χωρίς απόλυτα.

(β) Για ποιες τιμές του 
[image: image818.wmf]x

 η παράσταση 
[image: image819.wmf](

)

Ax

 είναι ανεξάρτητη του 
[image: image820.wmf]x

;

(γ) Να εξεταστεί αν υπάρχουν τιμές του 
[image: image821.wmf]x

 τέτοιες, ώστε 
[image: image822.wmf](

)

Ax0

=

.

(31) Να απλοποιηθεί η παράσταση: 
[image: image823.wmf]22

A1252x2x4

=--++---+

, 
[image: image824.wmf]x

Î

¡

.
(32) Αν 
[image: image825.wmf]αβ

¹

 και 
[image: image826.wmf]α,β

Î

¡

 τότε 
[image: image827.wmf]αβ

1

αβαβ
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(33) Αν 
[image: image828.wmf](

)

α2αβ0

+¹

 τότε 
[image: image829.wmf]α2ββ
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αβα
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(34) Αν 
[image: image830.wmf]βααβββαα

-=-

, τότε 
[image: image831.wmf]αβ

=


(35) Αν 
[image: image832.wmf]α1

<

 και 
[image: image833.wmf]β1

<

, τότε 
[image: image834.wmf]αβ

1

1

αβ
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(36) Να αποδειχθεί ότι 
[image: image835.wmf]22

ααβααβ

+£+

 για κάθε 
[image: image836.wmf]α,β

Î
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.

(37) Αν 
[image: image837.wmf]α2β
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β2α
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£
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, να αποδειχθεί ότι 
[image: image838.wmf]βα

£

 και αντιστρόφως.

(38) Αν 
[image: image839.wmf]x

αβ
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, 
[image: image840.wmf]y

βγ

£-

 και 
[image: image841.wmf]ωγα

£-

, να αποδειχθεί ότι 
[image: image842.wmf]xy

ω0

===

.
(39) Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα όπως δείχνει η πρώτη γραμμή του
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2.4 Ρίζες πραγματικών αριθμών

Τετραγωνική ρίζα μη αρνητικού αριθμού

· Ορισμός 

Ονομάζουμε τετραγωνική ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α (
[image: image857.wmf]α0

³

) και τη συμβολίζουμε με  
[image: image858.wmf]α

, το μη αρνητικό αριθμό 
[image: image859.wmf](

)

x0

³

 που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον α.

· Ερμηνεία
Αν 
[image: image860.wmf]α0

³

, η 
[image: image861.wmf]α

 παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης 
[image: image862.wmf]2

x

α

=

.

· Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών

1) 
[image: image863.wmf]2

αα

=


2) 
[image: image864.wmf](

)

2
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3) 
[image: image865.wmf]αβαβ,μεα0καιβ0

=³³


4) 
[image: image866.wmf]αα
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μεα0καιβ0

β
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=³>


ν-ιοστή ρίζα μη αρνητικού αριθμού
· Ορισμός 

Ονομάζουμε ν-οστή  ρίζα (
[image: image867.wmf]*

ν

Î

¥

) ενός μη αρνητικού αριθμού α (
[image: image868.wmf]α0

³

) και τη συμβολίζουμε  με  
[image: image869.wmf]ν

α

, το μη αρνητικό αριθμό 
[image: image870.wmf](

)

x0

³

 που, όταν υψωθεί στην ν, δίνει α.

Εξ’ ορισμού 
[image: image871.wmf]1
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=

 και 
[image: image872.wmf]2
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=


· Ερμηνεία
Αν 
[image: image873.wmf]α0

³

, τότε η 
[image: image874.wmf]ν

α

 παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης 
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[image: image876.wmf]ν

αx

=Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image877.wmf]ν
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[image: image878.wmf]α0
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 και 
[image: image879.wmf]x0
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· Ιδιότητες ριζών 

1) 
[image: image880.wmf](
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2) 
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3) 
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, 
[image: image886.wmf]νάρτιος


4) 
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7) 
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8) 
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9) 
[image: image897.wmf]μ
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10)  
[image: image899.wmf]ν
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· Αποδείξεις

Να αποδειχθεί η ιδιότητα 
[image: image901.wmf]ν

νν

αβαβ

×=×

, όπου 
[image: image902.wmf]α0,β0
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Απόδειξη:
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 που ισχύει.

· Παρατηρήσεις: 

1) 
[image: image910.wmf]1

αα

=


2) 
[image: image911.wmf]2

αα

=


3) 
[image: image912.wmf]ν

00

=


4) 
[image: image913.wmf]ν

11
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5) 
[image: image914.wmf]ν

νν

αβαβ
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6) Αν γράψεις 
[image: image915.wmf]93

=±

 είναι λάθος γιατί 
[image: image916.wmf]90

>

. Άρα 
[image: image917.wmf]93

=

.

7) Αν κ θετικός ρητός και όχι τετράγωνο ρητού αριθμού και α, β ρητοί ισχύουν:

a. 
[image: image918.wmf]αβκ0αβ0

+=Û==


b. 
[image: image919.wmf]αβκγδκαγκαιβδ

+=+Û==


· Ρητοποίηση παρανομαστή (Τροποποίηση κλάσματος σε ισοδύναμο κλάσμα με ρητό παρονομαστή)

Αν η παράσταση έχει τη μορφή 
[image: image920.wmf]A

αβ

+

 τότε πολλαπλασιάζουμε τον αριθμητή και τον παρανομαστή με την παράσταση 
[image: image921.wmf]αβ

-


Π.χ. 
[image: image922.wmf](
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Ομοίως αν ο παρανομαστής είναι :  

I. 
[image: image923.wmf]αβ
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 πολλαπλασιάζουμε με 
[image: image924.wmf]αβ

+


II. 
[image: image925.wmf]3
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 πολλαπλασιάζουμε με 
[image: image926.wmf]22
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III. 
[image: image927.wmf]3
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 πολλαπλασιάζουμε με 
[image: image928.wmf]22
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Αν έχουμε μια παράσταση της μορφής 
[image: image929.wmf]μ

ν
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 τότε πολλαπλασιάζουμε τον αριθμητή και τον παρανομαστή με την παράσταση 
[image: image930.wmf]νμ
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Π.χ.
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· Λυμένα παραδείγματα 

Απλοποίηση παραστάσεων με ριζικά

Προσέχουμε την εφαρμογή της ιδιότητας 
[image: image932.wmf]2
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, και τις υπόριζες ποσότητες που ενδεχομένως να είναι τέλεια τετράγωνα. 

· Παράδειγμα 1 

Να απλοποιηθεί η παράσταση: 
[image: image933.wmf]2
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Λύση 


[image: image934.wmf](
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επειδή 
[image: image935.wmf]x2x20
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Γινόμενο ή πηλίκο ριζών με διαφορετικούς δείκτες

Αν οι ρίζες δεν έχουν ίδιο δείκτη, τις μετατρέπουμε πρώτα σε ισοδύναμες ρίζες με τον ίδιο δείκτη και ύστερα εφαρμόζουμε μια από τις ιδιότητες.

· Παράδειγμα 2 

Να απλοποιηθεί η παράσταση : 
[image: image936.wmf]3
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Β τρόπος
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· Παράδειγμα 3 

Να απλοποιηθεί η παράσταση : 
[image: image939.wmf]8215
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Λύση 


[image: image940.wmf](

)

2

22

8215532355323553

5353

-=+-×=+-×=-=

=-=-


· Παράδειγμα 4 

Να απλοποιηθεί η παράσταση : 
[image: image941.wmf]5
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Β τρόπος


[image: image943.wmf]9
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[image: image944.wmf]5
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· Ασκήσεις 

(1) Να βρείτε με πόσο είναι ίσες οι παρακάτω ρίζες.

(α) 
[image: image945.wmf]3
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(β) 
[image: image946.wmf]6
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(γ) 
[image: image947.wmf]3
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(δ) 
[image: image948.wmf]9
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(ε) 
[image: image949.wmf]0,16



(στ) 
[image: image950.wmf]0,0049


(2) Να βρείτε με πόσο είναι ίσες οι παρακάτω ρίζες.

(α) 
[image: image951.wmf]4
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(β) 
[image: image952.wmf]2
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(γ) 
[image: image953.wmf]24
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(δ) 
[image: image954.wmf]3
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(ε) 
[image: image955.wmf]6108
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(στ) 
[image: image956.wmf]104015
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(ζ) 
[image: image957.wmf]484
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(η) 
[image: image958.wmf]36
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(3) Να βρείτε με πόσο είναι ίσες οι παρακάτω ρίζες.

(α) 
[image: image959.wmf]4
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(β) 
[image: image960.wmf]2
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(γ) 
[image: image961.wmf]3
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(4) Να βρείτε το Α στην πιο απλή μορφή του, στις παρακάτω περιπτώσεις:

(α) 
[image: image962.wmf]2
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(β) 
[image: image963.wmf](
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(γ) 
[image: image964.wmf](
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(5) Να βάλετε μέσα στα ριζικά τους παράγοντες που είναι μπροστά τους:

(α) 
[image: image965.wmf]5
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(β) 
[image: image966.wmf]4
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(γ) 
[image: image967.wmf]5
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(δ) 
[image: image968.wmf]2
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(ε) 
[image: image969.wmf]222
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(στ) 
[image: image970.wmf]αβ
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(ζ) 
[image: image971.wmf]22
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[image: image972.wmf]2
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(6) Να βγάλετε από τα ριζικά, όσους παράγοντες είναι δυνατό να βγουν.

(α) 
[image: image973.wmf]8




(β) 
[image: image974.wmf]48




(γ) 
[image: image975.wmf]3
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[image: image976.wmf]3
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(ε) 
[image: image977.wmf]1210
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(στ) 
[image: image978.wmf]2237
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(ζ) 
[image: image979.wmf]87
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[image: image980.wmf]ν2ν2
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(7) Να απλοποιήσετε τα παρακάτω ριζικά. Τα α,β,γ θετικά:

(α) 
[image: image981.wmf]5

 


(β) 
[image: image982.wmf]3
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(γ) 
[image: image983.wmf]4

7


(δ) 
[image: image984.wmf]3
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(ε) 
[image: image985.wmf]4
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(στ) 
[image: image986.wmf]5
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(ζ) 
[image: image987.wmf]3
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(η) 
[image: image988.wmf]230
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(8) Να υπολογίσετε τα παρακάτω αλγεβρικά αθροίσματα:

(α) 
[image: image989.wmf]Α271275
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(β) 
[image: image990.wmf]Β245047041016231100
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(γ) 
[image: image991.wmf]33
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(9) Να υπολογίσετε τα παρακάτω γινόμενα:

(α) 
[image: image992.wmf]3
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(β) 
[image: image993.wmf]3
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(γ) 
[image: image994.wmf]3
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(δ) 
[image: image995.wmf]5
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(δ) 
[image: image996.wmf]6
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(ε) 
[image: image997.wmf]53275
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(10) Να υπολογίσετε τα παρακάτω γινόμενα αν 
[image: image998.wmf]α0,β0,γ0
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(α) 
[image: image999.wmf]4
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(β) 
[image: image1000.wmf]9
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(γ) 
[image: image1001.wmf]3
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(δ) 
[image: image1002.wmf]4664
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(11) Να υπολογίσετε τα παρακάτω γινόμενα:

(α) 
[image: image1003.wmf]4
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(β) 
[image: image1004.wmf]36
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(γ) 
[image: image1005.wmf]32
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(δ) 
[image: image1006.wmf]3
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(12) Να υπολογίσετε τα παρακάτω πηλίκα:

(α) 
[image: image1007.wmf]12113
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(β) 
[image: image1008.wmf]4
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(γ) 
[image: image1009.wmf]6
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(13) Να υπολογίσετε τα παρακάτω διπλά ριζικά:

(α) 
[image: image1010.wmf]8215
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(β) 
[image: image1011.wmf]423
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(γ) 
[image: image1012.wmf]1882
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(δ) 
[image: image1013.wmf]743
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(ε) 
[image: image1014.wmf]7210

-



(στ) 
[image: image1015.wmf]29
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(14) Να υπολογίσετε το 
[image: image1016.wmf]A623623
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(15) Να απλοποιήσετε την παράσταση: 
[image: image1017.wmf]4129199

---


(16) Να γίνουν με ρητό παρονομαστή τα παρακάτω κλάσματα:

(α) 
[image: image1018.wmf]2
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(β) 
[image: image1019.wmf]3
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(γ) 
[image: image1020.wmf]4
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(δ) 
[image: image1021.wmf]6
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(ε) 
[image: image1022.wmf]4
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(στ) 
[image: image1023.wmf]27
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(ζ) 
[image: image1024.wmf]1
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(η) 
[image: image1025.wmf]23
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(θ) 
[image: image1026.wmf]x
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[image: image1027.wmf]2
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[image: image1028.wmf]1
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[image: image1029.wmf]2
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[image: image1030.wmf]1
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(17) Να γίνουν με ρητό παρονομαστή τα παρακάτω κλάσματα:

(α) 
[image: image1031.wmf]3
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(β) 
[image: image1032.wmf]4
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(γ) 
[image: image1033.wmf]5
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(18) Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζονται οι παρακάτω παραστάσεις :

(α) 
[image: image1034.wmf]Αx1
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(β) 
[image: image1035.wmf]3
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(γ)
[image: image1036.wmf]12x
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(δ) 
[image: image1037.wmf]2
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(ε) 
[image: image1038.wmf]Εx14x
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(στ) 
[image: image1039.wmf]Ζx3
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(ζ) 
[image: image1040.wmf]Η23x
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(19) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image1041.wmf]123
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 είναι τετραγωνική ρίζα του 
[image: image1042.wmf]1343
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(20) Αν  1<x<2   να απλοποιήσετε την παράσταση: 


[image: image1043.wmf](
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(21) Να απλοποιηθούν  οι  παραστάσεις: 
[image: image1044.wmf]2
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[image: image1045.wmf]42
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(22) Να απλοποιηθεί η παράσταση: 
[image: image1046.wmf]22
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(23) Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

(α) 
[image: image1047.wmf]2
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[image: image1048.wmf](
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(γ) 
[image: image1049.wmf](
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(24) Να κάνετε τις πράξεις

(α) 
[image: image1050.wmf]11
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[image: image1051.wmf]5252
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[image: image1052.wmf]22
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(25) Να απλοποιηθούν τα ριζικά:
(α) 
[image: image1053.wmf]6
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(β) 
[image: image1054.wmf]6
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(γ) 
[image: image1055.wmf]8
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[image: image1056.wmf]30
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(ε) 
[image: image1057.wmf]6
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(στ) 
[image: image1058.wmf]8
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(ζ) 
[image: image1059.wmf]8
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(η) 
[image: image1060.wmf](
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(26) Να απλοποιηθεί η παράσταση 
[image: image1061.wmf]xy
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 όπου x,y>0

(27) Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:

(α) 
[image: image1062.wmf]337272
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(β) 
[image: image1063.wmf]44
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(28)      Να συγκρίνετε τους αριθμούς :

(α) 
[image: image1064.wmf]75

-

 και 
[image: image1065.wmf]92

-



(β) 
[image: image1066.wmf]526
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 και 
[image: image1067.wmf]322
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(29)  Να αποδείξετε ότι:   

(β)

[image: image1068.wmf]3
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(β) 
[image: image1069.wmf]23232
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(30) Να αποδείξετε ότι:

(α) 
[image: image1070.wmf]1
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[image: image1071.wmf]α0
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(β) 
[image: image1072.wmf]2
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(31)  Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  
[image: image1073.wmf]123

+

 είναι τετραγωνική ρίζα του 
[image: image1074.wmf]1343

+
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