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6ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ

Ανάλογα ποσά & αντιστρόφως ανάλογα ποσά

6.1 Παράσταση σημείων στο επίπεδο

Τι θα μάθουμε:

· Τι ονομάζουμε σύστημα ημιαξόνων ή ορθοκανονικό σύστημα ημιαξόνων

· Τι ονομάζουμε ημιάξονα των τετμημένων ή των x
· Τι ονομάζουμε ημιάξονα των τεταγμένων ή των y
· Τι ονομάζουμε αρχή των ημιαξόνων ή αρχή του συστήματος αναφοράς

· Τι ονομάζουμε τετμημένη ενός σημείου

· Τι ονομάζουμε τεταγμένη ενός σημείου

· Τι ονομάζουμε συντεταγμένες ενός σημείου

· Τι ονομάζουμε διατεταγμένο ζεύγος

· Πως προσδιορίζουμε τη θέση ενός σημείου του επιπέδου

· Γιατί το σύστημα ημιαξόνων λέγεται ορθοκανονικό 

Μαθαίνουμε:

Ορισμοί
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Δύο ημιευθείες Ox και Oy κάθετες μεταξύ τους, στις οποίες ορίζουμε την ίδια μονάδα μέτρησης αποτελούν ένα σύστημα ημιαξόνων ή ορθοκανονικό σύστημα ημιαξόνων.

Ημιάξονας των τετμημένων ή ημιάξονας των x λέγεται ο ημιάξονας Οx
Ημιάξονας των τεταγμένων ή ημιάξονας των y λέγεται ο ημιάξονας Οy.

Το σημείο 
[image: image235.wmf] ονομάζεται αρχή των ημιαξόνων.

Για το σημείο Α(3,1) το 3 είναι η τετμημένη του. 

Για το σημείο Α(3,1) το 1 είναι η τεταγμένη του. 

Το ζεύγος (3,1) του σημείου Α είναι διατεταγμένο ζεύγος, επειδή έχει σημασία η διάταξη, δηλαδή η σειρά, με την οποία γράφονται οι αριθμοί.

Συντεταγμένες του σημείου Μ είναι το διατεταγμένο ζεύγος (3,1), δηλαδή η τετμημένη και η τεταγμένη του.

Παρατηρήσεις:

(1) Το σύστημα ημιαξόνων που προαναφέραμε λέγεται ορθοκανονικό, γιατί οι ημιάξονες τέμνονται κάθετα (ορθό-) και οι ημιάξονες έχουν την ίδια μονάδα μέτρησης (-κανονικό).

(2) Κάθε σημείο του ημιάξονα 
[image: image2.wmf]Ox

 έχει τεταγμένη 0.

(3) Κάθε σημείο του ημιάξονα 
[image: image3.wmf]Oy

 έχει τετμημένη 0.

(4) Όλα τα σημεία που βρίσκονται σε ευθεία παράλληλη προς τον ημιάξονα 
[image: image4.wmf]Ox

 έχουν την ίδια τεταγμένη.
(5) Όλα τα σημεία που βρίσκονται σε ευθεία παράλληλη προς τον ημιάξονα 
[image: image5.wmf]Oy

 έχουν την ίδια τετμημένη.

Παραδείγματα και εφαρμογές

(1) Αν το σημείο 
[image: image6.wmf](
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 βρίσκεται στον ημιάξονα 
[image: image7.wmf]Ox

, να βρείτε την τιμή του x και τις συντεταγμένες του σημείου Α.

Λύση:
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Συνεπώς: 
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(2) Αν το σημείο 
[image: image13.wmf](
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 βρίσκεται στον ημιάξονα 
[image: image14.wmf]Oy

, να βρείτε την τιμή του x και τις συντεταγμένες του σημείου Α.

Λύση:
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Συνεπώς: 
[image: image19.wmf](
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(3) Αν τα σημεία 
[image: image21.wmf](
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 βρίσκεται σε ευθεία παράλληλη στον ημιάξονα 
[image: image23.wmf]Oy

, να βρείτε την τιμή του α και τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 

Λύση:

Επειδή τα σημεία βρίσκεται σε ευθεία παράλληλη στον ημιάξονα 
[image: image24.wmf]Oy

, έχουν ίδιες τετμημένες, δηλαδή:
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Συνεπώς: 
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(4) Αν τα σημεία 
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Mx,

3

æö

ç÷

èø

 και 
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 βρίσκονται σε ευθεία παράλληλη στον ημιάξονα 
[image: image32.wmf]Ox

, να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Μ και Ν.

Λύση:

Επειδή τα σημεία βρίσκεται σε ευθεία παράλληλη στον ημιάξονα 
[image: image33.wmf]Ox

, έχουν ίδιες τεταγμένες, δηλαδή:
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Συνεπώς: 
[image: image37.wmf](
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 και 
[image: image38.wmf](

)

N8,2


Ασκήσεις και προβλήματα

(1) Να σχεδιάσετε ένα ορθοκανονικό σύστημα ημιαξόνων, με μονάδα το 1 cm και να τοποθετήσετε τα σημεία Α(2,4), Β(3,1), Γ(5,5), Δ(7,0), Ε(0,6), Ο(0,0).

(2) Να σχεδιάσετε ένα ορθοκανονικό σύστημα ημιαξόνων, με μονάδα το 1 cm και να τοποθετήσετε τα σημεία Α(3,3), Β(5,1), Γ(7,3), Δ(5,5). Τι σχήμα είναι το ΑΒΓΔ; Αν τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΓ και ΒΔ τέμνονται στο σημείο Κ, ποιες είναι οι συντεταγμένες του Κ;

(3) Αν το σημείο 
[image: image39.wmf](
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 βρίσκεται στον ημιάξονα 
[image: image40.wmf]Ox

, να βρείτε την τιμή του x και τις συντεταγμένες του σημείου Α.

(4) Αν το σημείο 
[image: image41.wmf](
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 βρίσκεται στον ημιάξονα 
[image: image42.wmf]Oy

, να βρείτε την τιμή του x και τις συντεταγμένες του σημείου Α.

(5) Αν τα σημεία 
[image: image43.wmf](
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 βρίσκεται σε ευθεία παράλληλη στον ημιάξονα 
[image: image45.wmf]Oy

, να βρείτε την τιμή του α και τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 
(6) Αν τα σημεία 
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 βρίσκονται σε ευθεία παράλληλη στον ημιάξονα 
[image: image48.wmf]Ox

, να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Μ και Ν.

6.2 Λόγος δύο αριθμών - Αναλογία

Τι θα μάθουμε:

· Τι είναι λόγος δυο ομοειδών μεγεθών

· Τι ονομάζουμε αναλογία

· Πότε δύο σχήματα λέγονται όμοια

· Τι ονομάζουμε κλίμακα

· Δύο σημαντικές προτάσεις 

Μαθαίνουμε:

Ορισμοί

(1) Λόγος δύο ομοειδών μεγεθών, που εκφράζονται με την ίδια μονάδα μέτρησης, είναι το πηλίκο των μέτρων τους.
(2) Αναλογία ονομάζεται η ισότητα δύο λόγων.

(3) Δύο σχήματα λέγονται όμοια όταν το ένα αποτελεί σμίκρυνση ή μεγέθυνση του άλλου.
(4) Κλίμακα ονομάζουμε το λόγο της απόστασης δύο σημείων μιας εικόνας ενός αντικειμένου προς την πραγματική απόσταση των δύο αντίστοιχων σημείων του αντικειμένου.

Παρατηρήσεις

(1) Αν οι λόγοι των αντίστοιχων πλευρών δύο παραλληλογράμμων είναι ίσοι, τότε αυτοί θα είναι ίσοι και με το λόγο των περιμέτρων τους.
(2) Κάθε σχέση αναλογίας 
[image: image49.wmf]αγ
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 είναι ισοδύναμη με τη σχέση 
[image: image50.wmf]αδβγ
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Παραδείγματα και εφαρμογές
(1) Μετράμε μια απόσταση, σε χάρτη, με κλίμακα 1:1.000.000 και βρίσκουμε ίση με 5 cm. Ποια είναι η πραγματική απόσταση των δύο σημείων;

Λύση:

Αφού δίνεται η κλίμακα 1:1.000.000, στο 1 cm του χάρτη αντιστοιχούν 1.000.000 cm στην πραγματικότητα. Συνεπώς, αν τα 5 cm του χάρτη αντιστοιχούν σε x cm στην πραγματικότητα, θα έχουμε: 
[image: image51.wmf]51
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. Επομένως, ισχύει ότι:


[image: image52.wmf]1x51.000.000
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(2) Σε μια φωτογραφία το ύψος του παππού είναι 8 cm ενώ το πραγματικό του ύψος είναι 1,84 m. Πόσο έχουν σμικρυνθεί όλα τα αντικείμενα της φωτογραφίας;

Λύση:
Βοηθητική πράξη: 1,84 m = 184 cm

	Ύψος στη φωτογραφία
	8 cm
	8:8
	1

	Πραγματικό ύψος
	184 cm
	184:8
	23


Δηλαδή έχουμε κλίμακα 1:23

Συνεπώς όλα τα αντικείμενα της φωτογραφίας έχουν σμικρυνθεί 23 φορές.

Ασκήσεις και προβλήματα

(1) Σε μια φωτογραφία το ύψος ενός ανθρώπου είναι 5 cm, ενώ το πραγματικό του ύψος είναι 1,75 m. Πόσο έχουν σμικρυνθεί όλα τα αντικείμενα της φωτογραφίας;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Βοηθητική πράξη: Πραγματικό ύψος: 1,75 m = 175 cm
	Ύψος στη φωτογραφία
	5
	y

	Πραγματικό ύψος
	175
	x


Άρα 
[image: image54.wmf]y175
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Απάντηση: όλα τα αντικείμενα της φωτογραφίας έχουν σμικρυνθεί κατά 35 φορές.

(2) Ένα προβολικό προβάλει το κείμενο μιας διαφάνειας στον απέναντι τοίχο. Αν το «Α» έχει ύψος 7 mm στη διαφάνεια και 21 cm στον τοίχο, ποια είναι η μεγέθυνση που δίνει το προβολικό;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Βοηθητική πράξη: Μέγεθος στον τοίχο: 21 cm =  210 mm
	Ύψος στη διαφάνεια
	7
	y

	Ύψος στον τοίχο
	210
	x


Άρα 
[image: image55.wmf]y210
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Απάντηση: η μεγέθυνση που δίνει το προβολικό είναι 30 φορές μεγαλύτερη.

(3) Η σύνθεση μιας πιζάμας είναι 80% βαμβάκι και το υπόλοιπο νάιλον. Αν η πιζάμα ζυγίζει 900 gr, Πόσα γραμμάρια ζυγίζουν τα νάιλον νήματα που περιέχει;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Βοηθητική πράξη: 100%-80%=20%

	Βάρος πιζάμας
	100
	900

	Βάρος νάιλον
	20
	x
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Απάντηση: η μεγέθυνση που δίνει το προβολικό είναι 30 φορές μεγαλύτερη.

(4) Να συμπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας:

	Κλίμακα
	1:4
	5:8
	1:20
	
	1:100

	Μήκος σε σχέδιο
	6 cm
	
	8 cm
	3 cm
	2,5 cm

	Πραγματικό μήκος
	
	20 m
	
	12 m
	


(5) Οι διαστάσεις ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι 
[image: image61.wmf]x1
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(α) Να γράψετε τη σχέση που συνδέει την περίμετρο Π του ορθογωνίου με το x.

(β) Να εξετάσετε αν τα ποσά x και Π είναι ανάλογα.

(γ) Να συμπληρώσεις τον πίνακα:

	x
	1
	
	3
	
	5

	Π
	
	14
	
	22
	


Λύση:

(α)

[image: image63.wmf](

)

(

)

Π2x12x2

=+++



[image: image64.wmf]Π2x22x4

=+++



[image: image65.wmf]Π4x6

=+


(β)

	X
	1
	2

	Π
	10
	14
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 άρα τα ποσά x και Π δεν είναι ανάλογα

(γ)

Για 
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Για 
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Για 
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Για 
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Για 
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	X
	1
	2
	3
	4
	5

	Π
	10
	14
	18
	22
	26


(6) Αν οι διαστάσεις ενός δωματίου, σε ένα σχέδιο με κλίμακα 1:500, είναι 4x6, οι πραγματικές διαστάσεις του δωματίου θα είναι: 
… x … 
Λύση:

Για το μήκος 4:

	Μήκος στο σχέδιο
	1
	4

	Πραγματικό μήκος
	500
	x
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Για το πλάτος 6:

	Πλάτος στο σχέδιο
	1
	6

	Πραγματικό μήκος
	500
	x
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Απάντηση: Οι πραγματικές διαστάσεις του δωματίου θα είναι 2.000 x 3.000

(7) Αν ανακατέψουμε 3 κιλά κόκκινο χρώμα και 4 κιλά κίτρινο χρώμα, φτιάχνουμε μια συγκεκριμένη απόχρωση του πορτοκαλί. Αν ανακατέψουμε 7 κιλά κόκκινο χρώμα και 8 κιλά κίτρινο, θα πάρουμε την ίδια απόχρωση; Δικαιολογήστε την απάντηση σας. 

Λύση:

6.3-6.5 Ανάλογα ποσά – Ιδιότητες αναλόγων ποσών – Προβλήματα αναλογιών

Τι θα μάθουμε:

· Πότε δυο ποσά λέγονται ανάλογα

· Πότε δύο ποσά x και y είναι ανάλογα

· Πως ελέγχουμε αν δυο ποσά είναι ανάλογα

· Θα δούμε παραδείγματα με ποσά ανάλογα

· Θα δούμε παραδείγματα ποσών που δεν είναι ανάλογα

· Τι ονομάζουμε συντελεστή αναλογίας

Μαθαίνουμε:

Ορισμοί

Δύο ποσά λέμε ότι είναι ανάλογα, όταν πολλαπλασιάζοντας τις τιμές του ενός ποσού επί έναν αριθμό, πολλαπλασιάζονται και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου με τον ίδιο αριθμό ή
Δύο ποσά x και y είναι ανάλογα, όταν οι αντίστοιχες τιμές τους δίνουν πάντα ίδιο πηλίκο α, δηλαδή 
[image: image90.wmf]y
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Συντελεστή αναλογίας ονομάζουμε τον αριθμό α που ισούται με το πηλίκο 
[image: image91.wmf]y
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.
Από τη σχέση 
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 έχουμε 
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, δηλαδή 
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αx

=

.

Παράδειγμα ανάλογων ποσών

Τα λίτρα βενζίνης και το ποσό πληρωμής, αν το λίτρο έχει 1,2€

	Λίτρα
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Ποσό πληρωμής
	1,2
	2,4
	3,6
	4,8
	6
	7,2
	8,4


Παρατηρούμε ότι ο λόγος – κλάσμα, 
[image: image95.wmf]Λίτρο

Ποσό

 σε κάθε περίπτωση είναι σταθερός.

Παράδειγμα ποσών που δεν είναι ανάλογα

Ενώ Ηλικία και βάρος ανθρώπου, ταχύτητα και κατανάλωση καυσίμου σε αυτοκίνητο δεν είναι ανάλογα.

Τρόποι για να βρούμε την άγνωστη τιμή σε ένα πρόβλημα ανάλογων ποσών:

α) Με αναγωγή στη μονάδα

Η διαδικασία με την οποία σε ένα πρόβλημα βρίσκω πρώτα την τιμή της μιας μονάδας (με διαίρεση) και στη συνέχεια βρίσκω την άγνωστη τιμή (με πολλαπλασιασμό) λέγεται αναγωγή στη μονάδα.
Παράδειγμα
Τα 5 μέτρα ύφασμα κοστίζουν 30 €. Πόσο κοστίζουν τα 12 μέτρα ύφασμα;

Λύση
Τα 5 μέτρα κοστίζουν 30 €

Το 1 μέτρο κοστίζει 30 : 5 = 6 €

Τα 12 μέτρα κοστίζουν 12 ( 6 = 72 €

β) Σχηματίζοντας την αναλογία

Εργάζομαι ως εξής:

Φτιάχνω τον πίνακα ποσών και τιμών.

Εξετάζω αν τα ποσά είναι ανάλογα.

Χρησιμοποιώ μεταβλητή για την άγνωστη τιμή.

Σχηματίζω την αναλογία.

Βρίσκω τον άγνωστο όρο της αναλογίας λύνοντας την εξίσωση. 

Παράδειγμα


Τα 5 μέτρα ύφασμα κοστίζουν 30 €. Πόσο κοστίζουν τα 12 μέτρα; 

Λύση
	ΠΟΣΑ
	ΤΙΜΕΣ

	Μήκος υφάσματος σε μέτρα
	5
	12

	Αξία σε €
	30
	x


Τα ποσά μήκος υφάσματος και αξία είναι ανάλογα ποσά (το διπλάσιο μήκος έχει διπλάσια αξία). 

Στα ανάλογα ποσά οι λόγοι των τιμών τους είναι ίσοι. Σχηματίζω την αναλογία και βρίσκω τον άγνωστο όρο.
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  x = 360 : 5     
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γ) Κάνοντας χρήση της απλής μεθόδου των τριών

Παράδειγμα


Τα 5 μέτρα ύφασμα κοστίζουν 30 €. Πόσο κοστίζουν τα 12 μέτρα; 

Λύση
Τα 5 μέτρα ύφασμα κοστίζουν 30 €

Τα 12 μέτρα ύφασμα κοστίζουν x=; €
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Παραδείγματα

(1) Ένα φωτοτυπικό μηχάνημα φωτοτυπεί 96 σελίδες σε 3 λεπτά της ώρας. Σε πόσο χρόνο θα φωτοτυπήσει 576 σελίδες;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Α’ τρόπος (με αναλογίες)

	Σελίδες
	96
	576

	Λεπτά
	3
	x
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[image: image103.wmf]x576:32
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[image: image104.wmf]x18

=

 λεπτά

Β’ τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα)

Τις 96 σελίδες τις φωτοτυπεί σε 3 λεπτά

Τη 1 σελίδα τη φωτοτυπεί σε 
[image: image105.wmf]3:960,03125

=

 λεπτά

Τις 576 σελίδες τις φωτοτυπεί σε 
[image: image106.wmf]5760,0312518

×=

 λεπτά

Γ’ τρόπος (απλή μέθοδος των τριών)

Τις 96 σελίδες τις φωτοτυπεί σε 3 λεπτά

Τις 576 σελίδες τις φωτοτυπεί σε x=; Λεπτά


[image: image107.wmf]5761.728

x318

9696

=×==

 λεπτά

Απάντηση: Σε 18 λεπτά θα φωτοτυπήσει 576 σελίδες.

(2) Ο Κων/νος αγόρασε 5 τετράδια και έδωσε 12,25 €. Πόσα € θα δώσει για να αγοράσει 9 τετράδια;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα
Α’ τρόπος (με αναλογίες)
	Τετράδια
	5
	9

	€
	12,25
	x



[image: image108.wmf]59
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 €

Β’ τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα)

Τα 5 τετράδια κοστίζουν 12,25 €

Το 1 τετράδιο κοστίζει 2,45 €

Τα 9 τετράδια κοστίζουν 
[image: image112.wmf]92,4522,05

×=

 €

Γ’ τρόπος (απλή μέθοδος των τριών)

Τα 5 τετράδια κοστίζουν 12,25 €

Τα 9 τετράδια κοστίζουν x=; €


[image: image113.wmf]9110,25

x12,2522,05

55

=×==

 €

Απάντηση: Θα δώσει 22,05 € για να αγοράσει 9 τετράδια.

(3) Ένας δρομέας μεγάλων αποστάσεων περπάτησε 4,5 ώρες και ένας άλλος 1,5 ώρες. Ο πρώτος διένυσε απόσταση 27 χιλιομέτρων. Πόση απόσταση διένυσε ο δεύτερος, αν βάδιζαν με τον ίδιο ρυθμό;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Α’ τρόπος (με αναλογίες)

	Ώρες
	4,5
	1,5

	Χιλιόμετρα
	27
	x
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=



[image: image119.wmf]x9
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 χιλιόμετρα

Β’ τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα)

Σε 4,5 ώρες περπατάει 27 χιλιόμετρα

Σε 1 ώρα περπατάει 
[image: image120.wmf]27:4,56

=

 χιλιόμετρα

Σε 1,5 ώρες περπατάει 
[image: image121.wmf]1,569

×=

 χιλιόμετρα

Γ’ τρόπος (απλή μέθοδος των τριών)

Σε 4,5 ώρες περπατάει 27 χιλιόμετρα

Σε 1,5 ώρες περπατάει x=; χιλιόμετρα


[image: image122.wmf]1,540,5

x279

4,54,5

=×==

 χιλιόμετρα

Απάντηση: Ο δεύτερος διάνυσε 9 χιλιόμετρα.

(4) Ένα κυπαρίσσι ρίχνει σκιά μήκους 9 μέτρων, την ίδια ώρα ένας θάμνος δίπλα στο δέντρο, με ύψος 1,5 μέτρα, ρίχνει σκιά 3 μέτρα. Πόσο είναι το ύψος του κυπαρισσιού;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Α’ τρόπος (με πίνακα αναλογίας)

	
	Κυπαρίσσι
	Θάμνος

	Μήκος σκιάς
	9
	3

	Ύψος
	X
	1,5
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 μέτρα

Β’ τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα)

Τα 3 μέτρα σκιά δημιουργούνται από 1,5 μέτρα 

Το 1 μέτρο σκιά δημιουργείται από  
[image: image128.wmf]1,5:30,5

=

 μέτρα

Τα 9 μέτρα σκιά δημιουργούνται από 
[image: image129.wmf]90,54,5

×=

 μέτρα

Γ’ τρόπος (απλή μέθοδος των τριών)

Τα 3 μέτρα σκιά δημιουργούνται από 1,5 μέτρα 

Τα 9 μέτρα σκιά δημιουργούνται από x=; μέτρα


[image: image130.wmf]913,5

x1,54,5

33

=×==

 μέτρα

Απάντηση: Το ύψος του κυπαρισσιού είναι 4,5 μέτρα.

(5) Μια οικογένεια καταναλώνει σε 10 ημέρες 2 κιλά και 400 γραμμάρια λάδι. Πόσα κιλά λάδι καταναλώνει το μήνα (30 ημέρες);

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Βοηθητική πράξη: 2 κιλά και 400 γραμμάρια = 2.400 γραμμάρια

Α’ τρόπος (με πίνακα αναλογίας)

	Ημέρες
	10
	30

	Γραμμάρια
	2.400
	x
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[image: image134.wmf]x7.200

=

 γραμμάρια ή 7 κιλά και 200 γραμμάρια

Β’ τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα)

Σε 10 μέρες καταναλώνει 2.400 γραμμάρια

Σε 1 μέρα καταναλώνει 
[image: image135.wmf]2.400:10240

=

 γραμμάρια

Σε 30 μέρες καταναλώνει 
[image: image136.wmf]302407.200

×=

 γραμμάρια

Γ’ τρόπος (απλή μέθοδος των τριών)

Σε 10 μέρες καταναλώνει 2.400 γραμμάρια

Σε 30 μέρες καταναλώνει x=; γραμμάρια


[image: image137.wmf]3072.000

x2.4007.200
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=×==

 γραμμάρια

Απάντηση: Καταναλώνει το μήνα 7.200 γραμμάρια ή 7 κιλά και 200 γραμμάρια.
(6) Μια οικογένεια καταναλώνει σε 10 ημέρες 2 κιλά και 400 γραμμάρια λάδι. Πόσα κιλά λάδι καταναλώνει το μήνα (30 ημέρες);

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Βοηθητική πράξη: 2 κιλά και 400 γραμμάρια = 2.400 γραμμάρια

Α’ τρόπος (με πίνακα αναλογίας)

	Ημέρες
	10
	30

	Γραμμάρια
	2.400
	x
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[image: image141.wmf]x7.200
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 γραμμάρια ή 7 κιλά και 200 γραμμάρια

Β’ τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα)

Σε 10 μέρες καταναλώνει 2.400 γραμμάρια

Σε 1 μέρα καταναλώνει 
[image: image142.wmf]2.400:10240

=

 γραμμάρια

Σε 30 μέρες καταναλώνει 
[image: image143.wmf]302407.200

×=

 γραμμάρια

Γ’ τρόπος (απλή μέθοδος των τριών)

Σε 10 μέρες καταναλώνει 2.400 γραμμάρια

Σε 30 μέρες καταναλώνει x=; γραμμάρια


[image: image144.wmf]3072.000

x2.4007.200

1010

=×==

 γραμμάρια

Απάντηση: Καταναλώνει το μήνα 7.200 γραμμάρια ή 7 κιλά και 200 γραμμάρια .

(7) Μετρούμε μια απόσταση, σε χάρτη, με κλίμακα 1:1.000.000 και τη βρίσκουμε ίση με 5,4 cm. Ποια είναι η πραγματική απόσταση των δύο σημείων;

Λύση:

Τα ποσά είναι ανάλογα

Α’ τρόπος (με πίνακα αναλογίας)

	Απόσταση στον χάρτη
	1
	5,4

	Πραγματική απόσταση
	1.000.000
	x
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[image: image147.wmf]x5.400.000
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 cm ή 54 km
Απάντηση: Η πραγματική απόσταση των δύο σημείων είναι 54 km.

Ασκήσεις και προβλήματα

(1) Ένα δέντρο ρίχνει σκιά μήκους 12 m. Την ίδια στιγμή ένας πάσσαλος δίπλα στο δέντρο, με ύψος 1,2 m, ρίχνει σκιά 3 m. Πόσο είναι το ύψος του δέντρου;

(Απ. 4,8 m)

(2) Μια οικογένεια καταναλώνει σε 20 μέρες 4 kg και 800 g λάδι. Πόσα κιλά λάδι καταναλώνει το μήνα (30 ημερών);

(Απ. 7,2 kg)

(3) Ένα φωτοτυπικό μηχάνημα φωτοτυπεί 96 σελίδες σε 3 λεπτά της ώρας. Σε πόσο χρόνο θα φωτοτυπήσει 352 σελίδες;

(Απ. 11 min)

(4) Ο Δευκαλίωνας αγόρασε 6 τετράδια και έδωσε 9,60 €. Πόσα € θα δώσει για να αγοράσει 8 τετράδια;

(Απ. 12,8 min)

(5) Ένας πεζός περπάτησε 3,5 h και ένας άλλος 1,5 h. Ο πρώτος διένυσε απόσταση 10,2 km. Πόση απόσταση διένυσε ο δεύτερος, αν βάδιζαν με τον ίδιο ρυθμό;

(Απ. 4,5 km)

(6) Δίνονται οι παρακάτω πίνακες. Να εξετάσετε αν τα ποσά χ κα y είναι ανάλογα.

[image: image148.emf]
(7) Ποία από τα παρακάτω ποσά είναι ανάλογα;

· Το μήκος ενός υφάσματος και η τιμή του.
· Η περίμετρος ενός τετραγώνου και η πλευρά του

· Ο αριθμός των εργατών και ο χρόνος που απαιτείται για την ολοκλήρωση ενός έργου

· Ο αριθμός των εργατών και το έργο που εκτελούν στον ίδιο χρόνο

· Η παροχή νερού και ο χρόνος για το γέμισμα μιας δεξαμενής

(8) Ένας πάσσαλος ύψους 1,6 m ρίχνει σκιά 4 m. Την  ίδια στιγμή ένα δέντρο ρίχνει σκιά 18 m. Γνωρίζοντας ότι τα ποσά ύψος – σκιά είναι ανάλογα, να βρεθεί το ύψος του δέντρου.

(9) Με 100 κιλά αλεύρι φτιάχνουμε 125 κιλά ψωμί. Πόσο αλεύρι χρειάζεται για το ψωμί 7 ημερών ενός εστιατορίου που καταναλώνει 600 μερίδες την ημέρα; ( Η κάθε μερίδα είναι 130 γραμ. )

(10) Ένας γεωργός πούλησε διαδοχικά ¾ του τόνου, 1 ½ τόνους και ½ του τόνου πορτοκάλια και πήρε 950 ευρώ. Πόσα χρήματα θα πάρει αν πουλήσει 6 ½ τόνους πορτοκάλια;

(11) Δυο έμποροι πλήρωσαν 6.500 ευρώ για τη μεταφορά 7,5 τόνων εμπορευμάτων. Ο ένας μετέφερε 2,3 τόνους εμπορεύματος και ο δεύτερος τα υπόλοιπα. Πόσα χρήματα πλήρωσε ο κάθε έμπορος;

(12) Το αρτοπωλείο «Το Νόστιμο Ψωμί» χρησιμοποιεί 30 kg αλεύρι για να κάνει 40 ψωμιά. 

Να βρείτε το λόγο των κιλών αλευριού προς των αριθμών ψωμιών.
(13) Να συμπληρώσετε τον πιο κάτω πίνακα:

	Κιλά αλευριού
	15
	30
	45
	60
	

	Αριθμός ψωμιών
	
	40
	
	
	120


Τι παρατηρείτε για τους λόγους 
[image: image149.wmf]15

20

 και 
[image: image150.wmf]30

40

;     
(14) Συγκρίνετε τα κλάσματα (τους λόγους) 
[image: image151.wmf]15

20

, 
[image: image152.wmf]30

40

, 
[image: image153.wmf]45

60

,  
[image: image154.wmf]60

80

 και 
[image: image155.wmf]90

120

. Τι παρατηρείτε;
· Γράψετε τέσσερις αναλογίες που προκύπτουν από τον πιο πάνω πίνακα.
· Προσπαθήστε να βρείτε τη σχέση των άκρων όρων με των μέσων όρων.

(15) Να βρείτε ποια από τα παρακάτω ποσά είναι ανάλογα; Υπογραμμίστε τα.

· Με 5 kg αλεύρι μπορώ να φτιάξω 6 ψωμιά, ενώ με 10 kg αλεύρι μπορώ να φτιάξω 10 ψωμιά.

· 25 καραμέλες έχουν 75 θερμίδες, ενώ 75 καραμέλες εέχουν 225 θερμίδες.

· Με 1000 L γάλακτος μπορούν να γίνουν 100 kg τυρί, ενώ με 2000 L γάλακτος μπορούν να γίνουν 200 kg τυρί.

· Ο Γιώργος αγόρασε ένα οικόπεδο 500 m² και πλήρωσε £10 000, Αν όμως, αγόραζε ένα οικόπεδο 1000 m² θα πλήρωνε £15 000.

(16) Ένας κτηνοτρόφος μαζεύει για κάθε 10 κατσίκες 40 L γάλα. Να συμπληρώσετε τον πιο κάτω πίνακα, ώστε τα ποσά να είναι ανάλογα.

	Αριθμός κατσίκων
	10
	15
	30
	
	

	Ποσότητα γάλακτος σε L
	40
	
	
	200
	400


Χρησιμοποιώντας το γινόμενο των άκρων και των μέσων όρων να βρεις πόσες κατσίκες έχει ο κτηνοτρόφος, να μάζεψε συνολικά 456 L γάλα.

(17) Δύο ηλεκτρολόγοι δούλεψαν μαζί σε μια οικοδομή και πήραν 1.200 €. Ο πρώτος δούλεψε 4 ημέρες και ο δεύτερος 8 ημέρες. Πόσα χρήματα αντιστοιχούν στον καθένα;

(18) Ένα αλατόνερο περιέχει αλάτι σε ποσοστό 5%. Πόσα κιλά αλατόνερο περιέχουν 12 κιλά αλάτι;

(19) Ένα αμπελουργός είχε ένα αμπέλι 8 στρεμμάτων και πήρε και το αμπέλι του γείτονα 12 τρεμμάτων με την συμφωνία να του δίνει το 18% της παραγωγής του αμπελιού του. Η συνολική παραγωγή ήταν 8 τόνοι σταφύλια. Πόσα κιλά σταφύλια θα πάρει ο αμπελουργός και πόσο ο γείτονας του;

(20) Αν ψήσουμε 4 κιλά ωμό ψάρι θα μείνει 1 κιλά ψημένο. Πόσο είναι το ποσοστό απώλειας και πόσα κιλά ψάρι πρέπει να ψήσουμε για να έχουμε 6 κιλά ψημένο ψάρι.

(21) Η μηνιαία κάρτα απεριόριστων διαδρομών στοιχίζει 20 € και η τιμή της αυξάνει κατά 25 %. Το εισιτήριο στο αστικό λεωφορείο είναι 0,3 € και η τιμή του αυξάνεται κατά 50%. Ένας εργαζόμενος παίρνει λεωφορείο, για να πάει και να γυρίσει από τη δουλειά του κάθε ημέρα, για 25 φορές το μήνα. Τον συμφέρει η χρήση της κάρτας ή όχι; 

(22) Ένα κεφάλαιο δίνει τόκο 2.000 € το χρόνο, με επιτόκιο 10%. Αν το επιτόκιο μειωθεί κατά 40%, πόσο τόκο θα δίνει το κεφάλαιο για ένα χρόνο; Πόσο τοις εκατό πρέπει ν’ αυξήσουμε το κεφάλαιο για ένα χρόνο; Πόσο τοις εκατό πρέπει ν’ αυξήσουμε το κεφάλαιο μας για να έχουμε τον ίδιο τόκο, παρά την μείωση του επιτοκίου;

(23) Μια συνταγή γλυκού περιέχει «5 αυγά, 1 συσκευασία φαρίνα του μισού κιλού, 300 gr βουτύρου, 2 φλιτζάνια ζάχαρη, 2 φλιτζάνια γάλα». Βρείτε πως θα γίνει η συνταγή αν θέλεις να φτιάξεις μεγαλύτερη δόση και έχεις 8 αυγά;

(24) Δίνεται η αναλογία 
[image: image156.wmf]x4
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. Υπολόγισε το x και το λόγο 
[image: image157.wmf]x4
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+
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6.6 Αντιστρόφως ανάλογα ποσά 

Τι θα μάθουμε:

Πότε δυο ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα

Ποια σχέση ισχύει όταν τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα

Πότε δυο μεγέθη είναι αντίστροφοι αριθμοί

Τι ονομάζουμε υπερβολή

Ότι η υπερβολή δεν τέμνει ποτέ τους ημιάξονες Ox και Oy
Μαθαίνουμε:

Δύο ποσά λέμε ότι είναι αντιστρόφως ανάλογα, όταν η μεταβολή τους είναι τέτοια ώστε: όταν το ένα μέγεθος πολλαπλασιάζεται επί ένα αριθμό, το άλλο διαιρείται με τον ίδιο αριθμό.
Όταν δύο ποσά x και y είναι αντιστρόφως ανάλογα, το γινόμενο των αντίστοιχων τιμών τους παραμένει σταθερό: 
[image: image158.wmf]yx
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, (δηλαδή αν 
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 για την σχέση: 
[image: image162.wmf]yx
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) τα μεγέθη 
[image: image163.wmf]x

 και 
[image: image164.wmf]y

 είναι αντίστροφοι αριθμοί.

Υπερβολή ονομάζεται η καμπύλη γραμμή, πάνω στην οποία βρίσκονται τα σημεία 
[image: image165.wmf](

)

x,y

 που ικανοποιούν τη σχέση 
[image: image166.wmf]yx
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Τα σημεία της υπερβολής δεν τέμνουν τους ημιάξονες 
[image: image167.wmf]Ox

 και 
[image: image168.wmf]Oy

.

Παραδείγματα

Ένα έργο το τελειώνουν 6 εργάτες σε 4 μέρες. Σε πόσες ημέρες θα τελείωναν το ίδιο έργο 8 εργάτες;

Λύση:

	Εργάτες
	6
	8

	χρόνος
	4
	x


Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα, άρα: 
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[image: image171.wmf]x24:8

=



[image: image172.wmf]x3
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Απάντηση: Οι 8 εργάτες θα τελείωναν το ίδιο έργο σε 3 ημέρες.

 Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα των αντιστρόφως ανάλογων ποσών x και y
	x
	1
	2
	3
	
	

	y
	6
	
	
	1,5
	1


Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της σχέσης των αντιστρόφως ανάλογων ποσών.

Λύση:

Για 
[image: image173.wmf]x2
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: 
[image: image174.wmf]2y6
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 δηλαδή 
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Για 
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 δηλαδή 
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Για 
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 δηλαδή 
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Για 
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Ένα αλιευτικό πλοίο έχει πλήρωμα 20 άνδρες και τροφές για 30 ημέρες. Μετά από ταξίδι 15 ημερών παραλαμβάνει 10 ναυαγούς. Πόσες μέρες θα επαρκέσουν το τρόφιμα;

Λύση:

	Άνδρες
	20
	30

	Ημέρες
	15
	x


20 άνδρες τρώνε τις τροφές σε 30 ημέρες

20 άνδρες τρώνε τις μισές τροφές σε 15 ημέρες

20+10=30 άνδρες τρώνε τις μισές τροφές σε x=; ημέρες

Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα 
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Απάντηση: Συνολικά θα επαρκέσουν τα τρόφιμα για 15+10=25 ημέρες

Μια ομάδα ορειβατών από 6 άντρες έχει τρόφιμα για 24 ημέρες. Στην ομάδα των ορειβατών πριν την αναχώρηση ενσωματώθηκαν ακόμη 3 ορειβάτες. Πόσες ημέρες θα περάσει η ομάδα με τα τρόφιμα που έχει;

Λύση:

	Άνδρες
	6
	9

	Ημέρες
	24
	x


Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα
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Απάντηση: Η ομάδα θα περάσει συνολικά 16 ημέρες με τα τρόφιμα.

Ένα συνεργείο ελαιοχρωματιστών με 18 εργάτες χρειάζεται 9 ημέρες για να βάψει μια καινούρια πολυκατοικία. Πόσοι ακόμη εργάτες πρέπει να προστεθούν στο συνεργείο για να τελειώσει το έργο 3 μέρες νωρίτερα;

Λύση:

	Εργάτες
	18
	18+x

	Ημέρες
	9
	6


Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα
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Απάντηση: Στο συνεργείο των 18 εργατών πρέπει να προστεθούν 9 εργάτες για να τελειώσει το έργο 3 μέρες νωρίτερα.

Ασκήσεις και προβλήματα

(1) Ένας εργάτης εκτελεί τα 
[image: image198.wmf]3
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 ενός έργου σε 6 ώρες. Σε πόσες ώρες θα εκτελέσει ολόκληρο το έργο;

(2) Δέκα εργάτες χρειάζονται 3 μέρες για να φυτέψουν ένα χωράφι. Σε πόσες ημέρες θα το φυτέψουν 12 εργάτες ίδιας απόδοσης;

(3) Δύο ορθογώνια έχουν το ίδιο εμβαδόν. Αν οι διαστάσεις του ενός είναι 4 cm και 5 cm υπολογίστε πόσα cm θα είναι οι διαστάσεις του δεύτερου αν γνωρίζετε ότι είναι φυσικοί αριθμοί;

(4) Σε ένα βουστάσιο με 100 αγελάδες χρειάζονται 3 τόνοι ζωοτροφής για 15 ημέρες. Ο κτηνοτρόφος αγόρασε άλλες 20 αγελάδες. Πόσες ημέρες θα περάσει αν στην αποθήκη του υπάρχουν 2,5 τόνοι ζωοτροφής;

Λύση:

1ος τρόπος

Οι 100 αγελάδες τρώνε 3 τόνους σε 15 ημέρες

Οι 120 αγελάδες τρώνε 2,5 τόνους σε x=; Ημέρες

Τα ποσά αγελάδες-ημέρες είναι αντιστρόφως ανάλογα ενώ τα ποσά τόνοι-ημέρες είναι ποσά ανάλογα. Συνεπώς:
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2ος τρόπος

	Αγελάδες
	100
	120
	Αντιστρόφως ανάλογα

	Τόνοι τροφής
	3
	2,5
	Ανάλογα

	Ημέρες
	15
	x
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(5) Μια βρύση γεμίζει μια δεξαμενή σε 7 ώρες. Μια δεύτερη γεμίζει την δεξαμενή σε 5 ώρες. Σε πόσες ώρες θα γεμίσουν την δεξαμενή και οι δύο μαζί;

Λύση:

1ος τρόπος

Έστω x οι ώρες που χρειάζονται για να γεμίσουν την δεξαμενή και οι δύο βρύσες μαζί. Τότε:

Αφού σε 1 ώρα η πρώτη βρύση γεμίζει το 
[image: image208.wmf]1
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 της δεξαμενής, σε x ώρες γεμίζει τα 
[image: image209.wmf]x
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 αυτής. 

Αντίστοιχα η δεύτερη βρύση σε x ώρες γεμίζει τα 
[image: image210.wmf]x
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Συνολικά λοιπόν:
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 ώρες




(6) Αν η βάση ενός τριγώνου του αυξηθεί κατά 20% και το ύψος του παραμείνει σταθερό, πόσο θα αυξηθεί το εμβαδόν του; Και κατά ποιο ποσοστό αν το ύψος αυξηθεί κατά 20%;

Απάντηση:

20%

(7) Ένα ηλεκτρικό ψυγείο πουλήθηκε με έκπτωση 12% στην τιμή των 880€. Ποια θα ήταν η τιμή του αν είχε γίνει έκπτωση 20%;

Λύση:
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(8) Μια δεξαμενή γεμίζει από 6 βρύσες σε 10 ώρες. Πόσες βρύσες πρέπει να προσθέσουμε για να γεμίζει σε 3 ώρες; (Όλες οι βρύσες έχουν την ίδια παροχή).

Λύση:

	βρύσες
	6
	x

	ώρες
	10
	3
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 βρύσες

[image: image233.jpg]
(9) Οι τιμές δύο αντιστρόφως ανάλογων ποσών αναπαριστώνται από την υπερβολή του σχήματος. Να συμπληρώσετε τον πίνακα αντιστοίχων τιμών των δύο ποσών, βρίσκοντας την συντεταγμένη που λείπει.
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Να ελέγξετε αν οι τιμές που βρήκατε είναι σωστές.

(10) Ένας υπάλληλος εργάστηκε 5 ημέρες από 8 ώρες την ημέρα και πήρε 420 ευρώ. Πόσα ευρώ θα πάρει ο ίδιος υπάλληλος τώρα που εργάστηκε 6 ημέρες από 7 ώρες την ημέρα;

Λύση:

	ημέρες
	5
	6

	ώρες
	8
	7

	€
	420
	x
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(11) Ένας κατασκευαστής πούλησε στην ίδια πολυκατοικία δύο καταστήματα με την ίδια τιμή μονάδας. Το α΄ έχει μήκος 12 μ. και πλάτος 8,5 μ. και πουλήθηκε 135.150 €. Πόσο πουλήθηκε το β΄ κατάστημα με μήκος 11,2μ. και πλάτος 7,5 μ.;

Λύση:

	Μήκος
	12
	11,2
	Ανάλογα

	Πλάτος
	8,5
	7,5
	Ανάλογα

	€
	135.150
	x
	


(12) Οι 40 αγελάδες ενός βουστασίου καταναλώνουν 600 κιλά ζωοτροφή σε 5 ημέρες. Αν πουληθούν οι 10 αγελάδες, πόσα κιλά ζωοτροφή θα καταναλώσουν οι υπόλοιπες σε 8 ημέρες;

(13) Ένας άλλος αγελαδοτρόφος χρειάστηκε 720 κιλά ζωοτροφές για να ταΐσει τις 12 αγελάδες του επί 15 ημέρες. Τώρα που αγόρασε άλλες 3 αγελάδες, πόσα κιλά ζωοτροφές θα χρειαστεί για 1 μήνα;

(14) Οι 12 εργάτες, όταν εργάζονται 8 ώρες την ημέρα, τελειώνουν ένα έργο σε 6 ημέρες. Πόσοι εργάτες της ίδιας απόδοσης θα τελειώσουν το ίδιο έργο σε 4 ημέρες, εργαζόμενοι 1 ώρα περισσότερο την ημέρα;

(15) Ένα πλοίο έχει πλήρωμα 40 άντρες και τροφές για 25 ημέρες. Μετά από ταξίδι 10 ημερών παραλαμβάνει 10 ναυαγούς. Πόσες ημέρες θα επαρκέσουν τα τρόφιμα;

 

(16) Μια ομάδα στρατιωτών από 12 άντρες έχει τρόφιμα για 27 ημέρες. Στην ομάδα των στρατιωτών ήρθαν ακόμη 6 νεοσύλλεκτοι. Πόσες ημέρες θα περάσει η ομάδα με τα τρόφιμα που έχουν;

 

(17) Ένα συνεργείο από 18 εργάτες χρειάζεται 6 ημέρες για να τελειώσει ένα έργο. Πόσοι ακόμη εργάτες πρέπει να προστεθούν στο συνεργείο για να τελειώσει το έργο 2 ημέρες νωρίτερα;
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