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4ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ

Εξισώσεις
4.1 Η έννοια της εξίσωσης 
Τι θα μάθουμε:

1. Την έννοια της εξίσωσης.
2. Την έννοια της λύσης ή ρίζας μιας εξίσωσης.

3. Τι σημαίνει επίλυση μιας εξίσωσης.
4. Τι σημαίνει ταυτότητα ή αόριστη εξίσωση.

5. Τι σημαίνει αδύνατη εξίσωση.
Μαθαίνουμε:

1. Εξίσωση με έναν άγνωστο ονομάζουμε μια ισότητα, που περιέχει αριθμούς και ένα γράμμα.

2. Άγνωστος ονομάζεται το γράμμα της εξίσωσης.

3. Λύση ή ρίζα μιας εξίσωσης ονομάζεται ο αριθμός που, όταν αντικαταστήσει τον άγνωστο, επαληθεύει την εξίσωση.
4. Επίλυση μιας εξίσωσης ονομάζεται η διαδικασία, μέσω της οποίας, βρίσκουμε τη λύση της εξίσωσης.
5. Ταυτότητα ή Αόριστη ονομάζεται μια εξίσωση όταν οι όλοι οι αριθμοί είναι λύσεις της.

6. Αδύνατη ονομάζεται μια εξίσωση όταν κανένας αριθμός δεν την επαληθεύει.

7. Όταν θέλουμε να εξετάσουμε αν ένας αριθμός είναι ρίζα μιας εξίσωσης, αντικαθιστούμε τον αριθμό στη θέση του άγνωστου και κάνουμε τις πράξεις. Αν η τελική ισότητα είναι αληθής τότε λέμε ο αριθμός επαληθεύει την εξίσωση, συνεπώς είναι ρίζα της.
Μέθοδοι επίλυσης εξισώσεων

1. Εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος είναι προσθετέος

Παράδειγμα:

[image: image204.jpg]
	Εξίσωση

	
[image: image1.wmf]x512

+=


	

	Λύση:

	
[image: image2.wmf]x125

=-


	Αφαιρώ από το άθροισμα τον άλλο προσθετέο

	
[image: image3.wmf]x7

=


	Κάνω τη πράξη


2. Εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος είναι μειωτέος

Παράδειγμα:


	Εξίσωση

	
[image: image4.wmf]x512

-=


	

	Λύση:

	
[image: image5.wmf]x125

=+


	Προσθέτω στη διαφορά τον αφαιρετέο

	
[image: image6.wmf]x17

=


	Κάνω τη πράξη


3. Εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος είναι αφαιρετέος

Παράδειγμα:


	Εξίσωση

	
[image: image7.wmf]18x7

-=


	

	Λύση:

	
[image: image8.wmf]x187

=-


	Αφαιρώ από τον μειωτέο τη διαφορά

	
[image: image9.wmf]x11

=


	Κάνω τη πράξη


4. Εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος είναι παράγοντας γινομένου

Παράδειγμα:


	Εξίσωση

	
[image: image10.wmf]5x20

×=


	

	Λύση:

	
[image: image11.wmf]x20:5

=


	Διαιρώ το γινόμενο με τον άλλο παράγοντα

	
[image: image12.wmf]x4

=


	Κάνω τη πράξη


5. Εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος είναι διαιρετέος

Παράδειγμα:


	Εξίσωση

	
[image: image13.wmf]x:58

=


	

	Λύση:

	
[image: image14.wmf]x58

=×


	Πολλαπλασιάζω το πηλίκο με τον διαιρέτη

	
[image: image15.wmf]x20

=


	Κάνω τη πράξη


6. Εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος είναι διαιρέτης

Παράδειγμα:


	Εξίσωση

	
[image: image16.wmf]36:x12

=


	

	Λύση:

	
[image: image17.wmf]x36:12

=


	Διαιρώ τον διαιρετέο  με το πηλίκο

	
[image: image18.wmf]x3

=


	Κάνω τη πράξη


Πίνακας με τις βασικές εξισώσεις
	Εξίσωση
	Λύση
	
	Εξίσωση
	Λύση

	
[image: image19.wmf]+=

x

αβ

 
	
[image: image20.wmf]x

βα

=-

 
	
	
[image: image21.wmf]αxβ

=


	
[image: image22.wmf]x

β:α

=



	
[image: image23.wmf]x

αβ

-=


	
[image: image24.wmf]x

βα

=+


	
	
[image: image25.wmf]+=

x
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[image: image26.wmf]x

αβ

=×



	
[image: image27.wmf]αxβ

-=


	
[image: image28.wmf]x

αβ

=-


	
	
[image: image29.wmf]α:xβ

=


	
[image: image30.wmf]x

α:β

=




Παρατηρήσεις:
Ισχύουν

	
[image: image31.wmf]αγ

βδ

=

 


[image: image32.wmf]αδβγ

×=×

 
	
[image: image33.wmf]α

γ

β

=

 


[image: image34.wmf]αβγ

=

 
	
[image: image35.wmf]α

γ

β

=

 


[image: image36.wmf]α

β

γ

=

 

	Παραδείγματα

	
[image: image37.wmf]x5

42

=

 

[image: image38.wmf]2x45

=×

 


[image: image39.wmf]2x20

=

 


[image: image40.wmf]x20:2

=

 


[image: image41.wmf]x5

=

 
	
[image: image42.wmf]y

3

4

=

 

[image: image43.wmf]y34

=×

 


[image: image44.wmf]y12

=

 
	
[image: image45.wmf]12

2

x

=

 

[image: image46.wmf]12

x

2

=

 


[image: image47.wmf]x6

=

 


Παραδείγματα – Εφαρμογές

(1) Να γραφούν οι παρακάτω εκφράσεις με τη βοήθεια μιας μεταβλητής:

	Εκφράσεις
	Μαθηματικές εκφράσεις

	Το τετραπλάσιο ενός αριθμού
	
[image: image48.wmf]4x



	Το μισό ενός αριθμού, αυξημένο κατά 10, είναι ίσο με 30
	
[image: image49.wmf]x

1030

2

+=



	Το 12 μειωμένο κατά έναν αριθμό μας δίνει αριθμό μεγαλύτερο του 2 
	
[image: image50.wmf]12x2

->



	Ένας αριθμός ελαττωμένος κατά 2 ισούται με τον αριθμό 10
	
[image: image51.wmf]x210

-=



	Το διπλάσιο ενός αριθμού μειωμένο κατά 3 μας δίνει 11 
	
[image: image52.wmf]2x311

-=




(2) Διατυπώστε με λόγια τις ακόλουθες μαθηματικές εκφράσεις: 

(α) 
[image: image53.wmf]3x15

-

 
(β) 
[image: image54.wmf]x

28

3

-=



(γ) 
[image: image55.wmf]α3β

-


(δ) 
[image: image56.wmf]3

κ8κ33

+=


Λύση:

(α) Το τριπλάσιο ενός αριθμού μειωμένο κατά δεκαπέντε.
(β) Το ένα τρίτο ενός αριθμού μειωμένο κατά 2 μας δίνει οκτώ.

(γ) Ένας αριθμός μειωμένος κατά το τριπλάσιο ενός άλλου.

(δ) Το τριπλάσιο ενός αριθμού αυξημένο κατά το οκταπλάσιο του ίδιου αριθμού ισούται με τριάντα τρία.
(3) Να επιλυθούν οι εξισώσεις:

	(α) x+3=7
	(β) x-4=12
	(γ) 5-x=2

	(δ) 3x=12
	(ε) x:4=3
	(στ) 12:x=3


Λύση:

	(α) 
[image: image57.wmf]+=

x37



[image: image58.wmf]x73

=-



[image: image59.wmf]x4

=


	(β) 
[image: image60.wmf]x412

-=



[image: image61.wmf]x124

=+



[image: image62.wmf]z16

=


	(γ) 
[image: image63.wmf]5x2

-=



[image: image64.wmf]x52

=-



[image: image65.wmf]x3

=




	(δ) 
[image: image66.wmf]3x12

=



[image: image67.wmf]x12:3

=



[image: image68.wmf]x4

=


	(ε) 
[image: image69.wmf]x:43

=



[image: image70.wmf]x34

=×



[image: image71.wmf]x12

=


	(στ) 
[image: image72.wmf]12:x3

=



[image: image73.wmf]x12:3

=



[image: image74.wmf]x4

=




(4) Να επιλυθούν οι εξισώσεις:

	(α) 
[image: image75.wmf](

)

2x22x8

+-=

 
	(β) 
[image: image76.wmf](

)

3x13x7

--=

 

	(γ) 
[image: image77.wmf](

)

4x14x4

+-=

 
	(δ) 
[image: image78.wmf](

)

3x2522

+-=

 


Λύση:

	(α) 
[image: image79.wmf](

)

2x22x8

+-=



[image: image80.wmf]2x222x8

×+×-=



[image: image81.wmf]2x42x8

+-=



[image: image82.wmf]2x42x484

+--=-



[image: image83.wmf]0x4

=

 

Αδύνατη
	(β) 
[image: image84.wmf](

)

3x13x7

--=



[image: image85.wmf]3x313x7

×-×-=

 


[image: image86.wmf]3x33x7

--=



[image: image87.wmf]3x33x373

--+=+



[image: image88.wmf]0x10

=

 

Αδύνατη


	(γ) 
[image: image89.wmf](

)

4x14x4

+-=



[image: image90.wmf]4x414x4

×+×-=



[image: image91.wmf]4x44x4

+-=

 


[image: image92.wmf]4x44x444

+--=-



[image: image93.wmf]0x0

=

 

Αόριστη ή ταυτότητα
	(δ) 
[image: image94.wmf](

)

3x2522

+-=



[image: image95.wmf]3x32522

×+×-=

 


[image: image96.wmf]3x6522

+-=

 


[image: image97.wmf]3x122

+=



[image: image98.wmf]3x11221

+-=-

 


[image: image99.wmf]3x21

=

  
	

[image: image100.wmf]x21:3

=




[image: image101.wmf]x7

=




(5) Να γραφούν με απλούστερη μορφή οι μαθηματικές εκφράσεις

(α) 
[image: image102.wmf]5x8x

+



(β) 
[image: image103.wmf]8x13x21x

++



(γ) 
[image: image104.wmf]13

ω5ω7ω

+-


Λύση:

(α) 
[image: image105.wmf]5x8x13x

+=




(β) 
[image: image106.wmf]8x13x21x42x

++=




(γ) 
[image: image107.wmf]13

ω5ω7ω11ω

+-=


(6) Αν 
[image: image108.wmf]1

xy

3

=

 και 
[image: image109.wmf]z3

=

 να υπολογίσετε τη παράσταση 
[image: image110.wmf](

)

xyz


Λύση:


[image: image111.wmf](

)

(

)

1

xyzxyz31

3

==×=


(7) Στην εξίσωση 
[image: image112.wmf]x3

α

=+

, το 
[image: image113.wmf]α

 και το x είναι φυσικοί αριθμοί. Ποιες είναι οι δυνατές τιμές του x;

Λύση:


[image: image114.wmf]x3

α

=-

 οπότε 
[image: image115.wmf]α3x

=-

, όμως στο σύνολο των φυσικών αριθμών ο μειωτέος πρέπει να είναι μεγαλύτερος ή ίσος του αφαιρετέου. Συνεπώς 
[image: image116.wmf]x3

£

, δηλαδή x=0 ή x=1 ή x=2 ή x=3.
(8) Να εξετάσετε, αν ο αριθμός 11 είναι λύση της εξίσωσης: 
[image: image117.wmf]x1425

+=


Λύση:


[image: image118.wmf]111425

+=

 δηλαδή 
[image: image119.wmf]2525

=

 άρα ο αριθμός 11 είναι λύση της εξίσωσης: 
[image: image120.wmf]x1425

+=

.

(9) Ποιος αριθμός επαληθεύει κάθε μια από τις παρακάτω εξισώσεις;

	(α) 
[image: image121.wmf]x3,412,13

+=


	(β) 
[image: image122.wmf]30,2x85,14

+=

 

	(γ) 
[image: image123.wmf]52,202x3,17

-=


	(δ) 
[image: image124.wmf]37x8,3

-=




Λύση:

	(α) 

[image: image125.wmf]x3,412,13

+=




[image: image126.wmf]x12,13-3,4

=




[image: image127.wmf]x8,73

=


	(β) 
[image: image128.wmf]30,2x85,14

+=




[image: image129.wmf]x85,1430,2

=-




[image: image130.wmf]x54,94

=




	(γ) 

[image: image131.wmf]52,202x3,17

-=




[image: image132.wmf]x52,2023,17

=-




[image: image133.wmf]x49,032

=


	(δ) 
[image: image134.wmf]37x8,3

-=




[image: image135.wmf]x378,3

=-




[image: image136.wmf]x28,7

=




Ερωτήσεις κατανόησης

(1) Αν οι α, β είναι φυσικοί αριθμοί και ισχύει 
[image: image137.wmf]αβ

<

, τότε:

	
	ΣΩΣΤΟ
	
	ΛΑΘΟΣ

	(α) Ο α είναι διαφορετικός του β (
[image: image138.wmf]αβ

¹

)
	
	
	

	
	
	
	

	(β) Ο α είναι προηγούμενος φυσικός του β
	
	
	


(2) Αν ο α είναι φυσικός αριθμός και ισχύει 
[image: image139.wmf]α5

<

, τότε οπωσδήποτε:

	
	ΣΩΣΤΟ
	
	ΛΑΘΟΣ

	(α) 
[image: image140.wmf]α4

=

 
	
	
	

	
	
	
	

	(β) 
[image: image141.wmf]α0

=

 ή 
[image: image142.wmf]α1

=

 ή 
[image: image143.wmf]α2

=

 ή 
[image: image144.wmf]α3

=

 ή 
[image: image145.wmf]α4

=

 
	
	
	


(3) Ποια η τιμή του φυσικού αριθμού x, όταν είναι 
[image: image146.wmf]142x128

+=

 

	(α) 
[image: image147.wmf]x14

=

 
	(β) 
[image: image148.wmf]x270

=

 

	(γ) 
[image: image149.wmf]x12

=

 
	(δ) 
[image: image150.wmf]x16

=

 


(4) Αν ο α είναι φυσικός αριθμός, ποια εξίσωση από τις παρακάτω μπορεί να είναι αληθινή;
	
	ΣΩΣΤΟ
	
	ΛΑΘΟΣ

	(α) 
[image: image151.wmf]α816

+=

 
	
	
	

	
	
	
	

	(β) 
[image: image152.wmf]α312

-=

 
	
	
	

	
	
	
	

	(γ) 
[image: image153.wmf]α50

+=

 
	
	
	

	
	
	
	

	(δ) 
[image: image154.wmf]12

α3

+=

 
	
	
	


(5) Ποιοι από τους αριθμούς 0, 1, 2, 3, 4, 5 επαληθεύουν και ποιοι δεν επαληθεύουν τις παρακάτω εξισώσεις:

	ΕΞΙΣΩΣΗ
	ΤΗΝ ΕΠΑΛΗΘΕΥΟΥΝ
	ΔΕΝ ΤΗΝ ΕΠΑΛΗΘΕΥΟΥΝ

	
[image: image155.wmf]8x5

-=


	
	

	
[image: image156.wmf]3x6

=


	
	

	
[image: image157.wmf]x

1

4

=


	
	

	
[image: image158.wmf]3x

0

25

=


	
	

	
[image: image159.wmf]7x16

+=


	
	


Ασκήσεις
(1) Να εξετάσετε ποιος από τους αριθμούς 3, 2 είναι λύση της εξίσωσης 
[image: image160.wmf]7x63x6

-=+

 
(2) Να γράψετε με απλούστερο τρόπο τις παρακάτω μαθηματικές εκφράσεις:

	(α) 
[image: image161.wmf]xxxx

+++

 
	(β) 
[image: image162.wmf]3

αα

+

 

	(γ) 
[image: image163.wmf]3

α2β2αβ

++-

 
	(δ) 
[image: image164.wmf]5

α3β2αβ5

++-+

 


(3) Να επιλυθούν οι εξισώσεις:

	(α) 
[image: image165.wmf]x5,819,3

+=

 
	(β) 
[image: image166.wmf]47,1x82,93

+=

 

	(γ) 
[image: image167.wmf]12,8x7,9

-=

 
	(δ) 
[image: image168.wmf]x32,8871,6

-=

 


(4) Να επιλυθούν οι εξισώσεις:

	(α) 
[image: image169.wmf]3x5x88

+=

 
	(β) 
[image: image170.wmf]10x3x105

-=

 

	(γ) 
[image: image171.wmf](

)

2x3x64

+=

 
	(δ) 
[image: image172.wmf]152:x8

=

 


(5) (α) Αν 
[image: image173.wmf]α

1

β

=

, τι σχέση έχει ο αριθμός α με τον αριθμό β;
(β) Επιλύσετε την εξίσωση 
[image: image174.wmf]x2

1

4

+

=


(6) (α) Αν είναι 
[image: image175.wmf]α

0

β

=

, (με 
[image: image176.wmf]β0

¹

), ποια η τιμή του α;

(β) Επιλύστε την εξίσωση 
[image: image177.wmf]122x

0

3

-

=


(7) Να επιλύσετε τις εξισώσεις:
	(α) 
[image: image178.wmf]13

2x

84

-=

 
	(β) 
[image: image179.wmf]x34

243

+=

 
	(γ) 
[image: image180.wmf]2x18

1

55

-=

 


(8) Να επιλύσετε τις εξισώσεις:
	(α) 
[image: image181.wmf]5

x1

7

×=

 
	(β) 
[image: image182.wmf]3

x1

5

×=

 
	(γ) 
[image: image183.wmf]41

1

5x

×=

 


(9) Να επιλύσετε τις εξισώσεις:
	(α) 
[image: image184.wmf]15

x

39

×=

 
	(β) 
[image: image185.wmf]324

5x5

×=

 
	(γ) 
[image: image186.wmf]1

3

2

4

x

22

35

×=

 


(10) Να επιλύσετε τις εξισώσεις:

	(α) 
[image: image187.wmf](

)

3x212

+=

 
	(β) 
[image: image188.wmf](

)

(

)

5x123x25

+++=

 


(11) Να επιλύσετε τις εξισώσεις:

	(α) 
[image: image189.wmf]x115

26

+

=

 
	(β) 

[image: image190.wmf]5x1

3

3

-

=

 

	(γ) 
[image: image191.wmf]x211

1

55

+

+=

 
	(δ) 
[image: image192.wmf]xx

1

56

-=

 


(12) Αν 
[image: image193.wmf]2

α2β50180

++=

, να βρείτε το άθροισμα 
[image: image194.wmf]αβ

+


(13) Αν 
[image: image195.wmf]5

5x20

x

+=

, να βρείτε το άθροισμα 
[image: image196.wmf]1

x

x

+

 
(14) Αν 
[image: image197.wmf]α5β6

5

α3β

++

+=

, να βρείτε το άθροισμα 
[image: image198.wmf]52

αβ

+

 
(15) Αν είναι 
[image: image199.wmf]3x18

=

, 
[image: image200.wmf]2y12

=

 και 
[image: image201.wmf]18

ω36

=

, βρείτε τις τιμές των παραστάσεων 
[image: image202.wmf]Α2x3y6ω

=++

 και 
[image: image203.wmf]Β6x4y18ω

=+-
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