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Μαθηματικά Α’ Γυμνασίου

Μέρος Α

1ο Κεφάλαιο

Φυσικοί αριθμοί


Μέρος Α
1ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ

Φυσικοί Αριθμοί

1.1 Φυσικοί αριθμοί-Διάταξη-Στρογγυλοποίηση

Τι θα μάθουμε:

1. Τι είναι φυσικοί αριθμοί τι άρτιοι και τι περιττοί. 
3. Να συγκρίνουμε, να διατάσσουμε φυσικούς αριθμούς.

2. Να χρησιμοποιούμε τα σύμβολα 
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.

3. Να αντιστοιχούμε τους φυσικούς αριθμών σε σημεία ενός άξονα.

4. Την έννοια και τη χρήση της στρογγυλοποίησης των φυσικών αριθμών.
Ορισμοί:

Φυσικοί αριθμοί ονομάζονται οι αριθμοί 0,1,2,3,. . . και το σύνολο τους το συμβολίζουμε με το γράμμα 
[image: image2.wmf]¥


Άρτιοι (ζυγοί) αριθμοί ονομάζονται οι φυσικοί αριθμοί που διαιρούνται με το 2. Τη γενική μορφή ενός άρτιου αριθμού τη συμβολίζουμε 2κ όπου κ φυσικός αριθμός.
Περιττοί (μονοί) αριθμοί ονομάζονται οι φυσικοί αριθμοί που δεν διαιρούνται με το 2. Τη γενική μορφή ενός περιττού αριθμού τη συμβολίζουμε 2κ+1 όπου κ φυσικός αριθμός.
Διάταξη φυσικών αριθμών

Οι φυσικοί αριθμοί μπορούν να συγκριθούν μεταξύ τους και να τοποθετηθούν σε σειρά ανάλογα με το ποιος είναι μεγαλύτερος ή μικρότερος από τον άλλο. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται διάταξη.

Τα σύμβολα που χρησιμοποιούμε για τη διάταξη των αριθμών είναι:

	>
	μεγαλύτερος

	<
	μικρότερος

	=
	ίσος


Πως διατάσουμε τους φυσικούς αριθμούς:

· Αν δύο αριθμοί δεν έχουν ίδιο αριθμό ψηφίων, μεγαλύτερος είναι αυτός με τα περισσότερα. 
· Αν έχουν ίσο αριθμό ψηφίων τότε συγκρίνουμε τα ψηφία ξεκινώντας από τα αριστερά.

Γεωμετρική απεικόνιση των φυσικών αριθμών
Τους φυσικούς αριθμούς μπορούμε να τους απεικονίσουμε σε μια ευθεία με πρώτο αριθμό το 0 και τους υπόλοιπους δεξιότερα του 0. Η ευθεία αυτή ονομάζεται άξονας των φυσικών αριθμών. Η απόσταση κάθε φυσικού αριθμού από τον επόμενο και τον προηγούμενο είναι σταθερή.
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Στρογγυλοποίηση ονομάζεται η διαδικασία αντικατάστασης ενός φυσικού αριθμού με κάποιον άλλο λίγο μικρότερο του ή λίγο μεγαλύτερο του.

Πως κάνουμε στρογγυλοποίηση ενός φυσικού αριθμού:

· Προσδιορίζουμε τη τάξη στην οποία θα γίνει η στρογγυλοποίηση.

· Εξετάζουμε το ψηφίο της αμέσως μικρότερης τάξης.

· Αν αυτό είναι μικρότερο 
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 του 5, το ψηφίο αυτό και όλα τα ψηφία των μικρότερων τάξεων μηδενίζονται.

· Αν είναι μεγαλύτερο ή ίσο 
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 του 5, το ψηφίο αυτό και όλα τα ψηφία των μικρότερων τάξεων μηδενίζονται και το ψηφίο της τάξης στρογγυλοποίησης αυξάνεται κατά 1.
· Αν το ψηφίο της τάξης στρογγυλοποίησης είναι το 9 και πρέπει να αυξηθεί κατά 1, τότε γίνεται 0 και αυξάνεται ο αριστερά του αριθμός κατά 1.
Παρατηρήσεις:

· Κάθε φυσικός αριθμός ν έχει ένα επόμενο 
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 και ένα προηγούμενο 
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, εκτός από το 0 που έχει μόνο επόμενο το 1.

· Για τη γραφή των φυσικών αριθμών χρησιμοποιούμε το δεκαδικό σύστημα αρίθμησης που αποτελείται από τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Κάθε ψηφίο ενός φυσικού αριθμού έχει διαφορετική αξία ανάλογα με τη θέση στην οποία βρίσκεται. Έτσι, το δεξιότερο ψηφίο εκφράζει τις μονάδες, το αμέσως επόμενο τις δεκάδες, το επόμενο τις εκατοντάδες κ.ο.κ.
· Μπορούμε πάντα να συγκρίνουμε δύο φυσικούς αριθμούς μεταξύ τους.

· Αν ν είναι άρτιος τότε ο προηγούμενος και ο επόμενος είναι περιττοί, ενώ αν είναι περιττός τότε ο προηγούμενος και ο επόμενος είναι άρτιοι.

· Δεν στρογγυλοποιούμε πάντα τους αριθμούς. Για παράδειγμα δεν στρογγυλοποιούμε αριθμούς τηλεφώνου, αριθμούς ταυτότητας, ημερομηνίες, κ.ο.κ.
Παραδείγματα:
(1) Να χαρακτηριστούν ως άρτιοι ή περιττοί οι αριθμοί:

	(α) 557
	(β) 105
	(γ) 680
	(δ) 2.014


Λύση:
Όταν πρέπει να χαρακτηρίσετε έναν αριθμό σαν άρτιο ή περιττό, αρκεί να ερευνήσετε αν διαιρείται ακριβώς με το 2 ή όχι.
(α) Ο αριθμός 557 δε διαιρείται ακριβώς με το 2 οπότε είναι περιττός.

(β) Ο αριθμός 105 δε διαιρείται ακριβώς με το 2 οπότε είναι περιττός.

(γ) Ο αριθμός 680 διαιρείται ακριβώς με το 2 οπότε είναι άρτιος.

(δ) Ο αριθμός 2.014 διαιρείται ακριβώς με το 2 οπότε είναι άρτιος.

(2) Α) Να γράψετε και να μετρήσετε τους αριθμούς από το 3 μέχρι το 17.
Β) Να γράψετε και να μετρήσετε τους αριθμούς ανάμεσα στο 3 και το 17.

Λύση:

· Το πλήθος ν των φυσικών αριθμών που περιλαμβάνονται από τον αριθμό α μέχρι και τον αριθμό β είναι: 
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· Το πλήθος των φυσικών αριθμών που περιλαμβάνονται ανάμεσα στον αριθμό α και τον αριθμό β (δηλαδή χωρίς τους αριθμούς α, β) είναι: 
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Α) Είναι 
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, δηλαδή οι αριθμοί:
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17

Β) Είναι 
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, δηλαδή οι αριθμοί:

4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16

(3) Να συγκρίνετε τους παρακάτω αριθμούς:

	(α) 300 και 3.000
	(β) 678 και 876
	(γ) 5.200 και 5.020


Λύση:

Όταν πρέπει να συγκρίνετε δύο αριθμούς μετράτε τα ψηφία τους. Αν έχουν το ίδιο αριθμό ψηφίων τότε συγκρίνουμε το ψηφίο στην ίδια τάξη, από αριστερά προς τα δεξιά, μέχρι να βρούμε το πρώτο που διαφέρει.
(α) Ο αριθμός 300 έχει λιγότερα ψηφία από τον αριθμό 3.000, άρα:
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(β) Στην τάξη των εκατοντάδων έχουμε 
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, άρα:
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(γ) Τα ψηφία στις τάξεις των χιλιάδων είναι ίσα, όμως στην τάξη των εκατοντάδων είναι 
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, άρα:
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(4) (α) Να διατάξετε σε φθίνουσα σειρά τους αριθμούς 3.301, 3.202, 3.310, 3.130.

(β) Να διατάξετε σε αύξουσα σειρά τους αριθμούς 60.200, 60.002, 60.020, 62.000.

Λύση:

Για να τοποθετήσουμε αριθμούς σε φθίνουσα (από το μεγαλύτερο στο μικρότερο) ή αύξουσα (από το μικρότερο στο μεγαλύτερο) σειρά, τους συγκρίνουμε όλους μεταξύ τους.
(α) 
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(β) 
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(5) Να στρογγυλοποιηθεί ο αριθμός 1.658 στις εκατοντάδες

Λύση:

Προσδιορίζουμε τη τάξη των εκατοντάδων.

	
	(
	
	

	1.
	6
	5
	8


Το ψηφίο της αμέσως μικρότερης τάξης δηλαδή των δεκάρων είναι 5 (δηλαδή 
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 του 5) άρα η ο στρογγυλοποιημένος αριθμός είναι:

	 1.
	7
	0
	0


(6) Να στρογγυλοποιηθεί ο αριθμός 1.648 στις εκατοντάδες

Λύση:

Προσδιορίζουμε τη τάξη των εκατοντάδων.

	
	(
	
	

	1.
	6
	4
	8


Το ψηφίο της αμέσως μικρότερης τάξης δηλαδή των δεκάρων είναι 5 (δηλαδή 
[image: image20.wmf]<

 του 5) άρα η ο στρογγυλοποιημένος αριθμός είναι:

	 1.
	6
	0
	0


(7) Δίνονται οι παρακάτω φυσικοί αριθμοί:

(α) Αριθμός ταυτότητας: 281040

(β) Δόση στην εφορία: 857 €

(γ) Απόσταση δύο χωριών: 
[image: image21.wmf]5.345m


(δ) Βάρος ποδηλάτου: 
[image: image22.wmf]4.357

gr
(ε) Σταθερό τηλέφωνο: 2321051111

(Α) Σε ποιους αριθμούς επιτρέπεται η στρογγυλοποίηση και σε ποιους όχι;

(Β) Να στρογγυλοποιήσετε όσους αριθμούς επιτρέπεται στην εκατοντάδα.

Λύση:

Δεν στρογγυλοποιούμε πάντα τους αριθμούς. Για παράδειγμα δεν στρογγυλοποιούμε αριθμούς τηλεφώνου, αριθμούς ταυτότητας, ημερομηνίες, κ.ο.κ.
(Α) Στον αριθμό ταυτότητας και στο σταθερό τηλέφωνο δεν επιτρέπεται να κάνουμε στρογγυλοποίηση.

(Β) Η στρογγυλοποιημένη στην εκατοντάδα δόση στην εφορία είναι: 
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Η στρογγυλοποιημένη στην εκατοντάδα απόσταση των δύο χωριών είναι: 
[image: image24.wmf]5.300m

.
To στρογγυλοποιημένο στην εκατοντάδα βάρος του ποδηλάτου είναι: 
[image: image25.wmf]4.400gr

.
Ασκήσεις:
1. Τι θέση καταλαμβάνει ο αριθμός 7 σε κάθε ένα από τους παρακάτω αριθμούς:

	(α)
	34.578
	(β)
	1.753.856
	(γ)
	12.457.453


Λύση:

(α) τη θέση των δεκάδων
(β) τη θέση των εκατοντάδων χιλιάδων

(γ) τη θέση των χιλιάδων
2. Πόσοι διψήφιοι αριθμοί έχουν ως ψηφίο το 7, όμως μόνο μια φορά;
Λύση:

8 διψήφιοι αριθμοί έχουν ως ψηφίο το 7, όμως μόνο μια φορά:

17, 27, 37, 47, 57, 67, 87, 97

3. Ποιοι είναι οι τριψήφιοι αριθμοί που έχουν ως ψηφία τους μόνο το 2 και το 5 και το 0.
Λύση:

Είναι οι αριθμοί: 205, 250, 502, 520

4. Ποιοι φυσικοί αριθμοί είναι μεγαλύτεροι του 13 και ταυτόχρονα μικρότεροι ή ίσοι του 21.

Λύση:

14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21

5. Γράψτε τους τριψήφιους φυσικούς που είναι μικρότεροι από το 300, έχουν ψηφίο δεκάδων μικρότερο του 3 και τέλος έχουν ψηφίο μονάδων μεγαλύτερο του 8.

Λύση:

229, 219, 209, 129, 119, 109

6. Τοποθέτησε σε αύξουσα σειρά τους αριθμούς: 

	2.514,
	3.600,
	2.730,
	2.504,
	3.601


7. Τοποθέτησε σε φθίνουσα σειρά τους αριθμούς: 

	514,
	600,
	730,
	504,
	601


8. Τοποθέτησε το κατάλληλο σύμβολο (<, >,  =) στο κενό μεταξύ των ακόλουθων αριθμών:

	(α)
	23…23
	
	(β)
	36…34
	
	(γ)
	356…365

	(δ)
	7.856…7.965
	
	(ε)
	8…10
	
	(στ)
	245…4.562


9. Τοποθέτησε ένα Χ στην αντίστοιχη θέση

	
	
	Σωστό
	
	Λάθος

	(α)
	Στον αριθμό 3.451.602 το μηδέν δηλώνει απουσία δεκάδων.
	Σ
	
	

	(β)
	Είκοσι χιλιάδες είναι δύο δεκάδες χιλιάδες
	Σ
	
	

	(γ)
	Σε μια επταήμερη εκδρομή θα γίνουν επτά διανυκτερεύσεις
	
	
	Λ

	(δ)
	Από τον αριθμό 1.963 μέχρι τον αριθμό 2.009 υπάρχουν 46 αριθμοί
	
	
	Λ

	(ε)
	Σε 6 μέρες από σήμερα που είναι Τρίτη θα είναι Πέμπτη.
	
	
	Λ

	(στ)
	Από την 13η σελίδα του βιβλίου μέχρι την 36η είναι 24 σελίδες
	Σ
	
	

	(ζ)
	Δεν υπάρχει φυσικός αριθμός μεταξύ 7 και 8
	Σ
	
	


10. Στρογγυλοποιήστε τον αριθμό 8.753.654 στις πλησιέστερες (α) δεκάδες, (β) εκατοντάδες, (γ) χιλιάδες, (δ) δεκάδες χιλιάδες, (ε) εκατοντάδες χιλιάδες

11. Στρογγυλοποιήστε στην πλησιέστερη εκατοντάδα τους αριθμούς:

	245,
	561,
	859,
	2.645,
	9.432,
	123.456,
	32.564,
	7.665


12. Να στρογγυλοποιήσετε τους παρακάτω αριθμούς:

α. στις εκατοντάδες 
β. στις χιλιάδες

68.632, 73.821, 26.537

13. Ποιοι είναι οι διψήφιοι και ποιοι οι τριψήφιοι αριθμοί που όταν στρογγυλοποιούνται σε δεκάδες ή εκατοντάδες το αποτέλεσμα είναι 100.
1.2 Πρόσθεση, αφαίρεση και πολλαπλασιασμός φυσικών αριθμών
Τι θα μάθουμε:

1. Πως ορίζεται η πράξη της πρόσθεσης. 

3. Τι είναι προσθετέοι.

2. Τι είναι άθροισμα.

3. Ποιες οι ιδιότητες της πρόσθεσης.

4. Πως ορίζεται η πράξη της αφαίρεσης.
5. Ποιος αριθμός ονομάζεται μειωτέος.

6. Ποιος αριθμός ονομάζεται αφαιρετέος.

7. Ποιος αριθμός ονομάζεται διαφορά.

8. Ποιες είναι οι ιδιότητες της αφαίρεσης.

9. Ποια είναι τα μαθηματικά σύμβολα του “μικρότερου ή ίσου” και του “μεγαλύτερου ή ίσου”.

10. Πως ορίζεται η πράξη του πολλαπλασιασμού.

11. Ποιοι αριθμοί ονομάζονται παράγοντες.
12. Ποιος αριθμός ονομάζεται γινόμενο.

13. Ποιες είναι οι ιδιότητες του πολλαπλασιασμού.

14. Τι ονομάζουμε αριθμητική παράσταση φυσικών αριθμών.

15. Ποια η προτεραιότητα των πράξεων στους φυσικούς αριθμούς.
Ορισμοί:

(1) Ο ορισμός της πρόσθεσης:
Πρόσθεση ονομάζεται η πράξη κατά την οποία προκύπτει το άθροισμα δύο φυσικών αριθμών (που ονομάζονται προσθετέοι), και συμβολίζεται με το σύμβολο +.
	πρόσθεση
	
	

	
	
	
	
	

	13
	+
	5
	=
	18

	
	
	
	
	

	προσθετέοι
	
	άθροισμα


Ιδιότητες πρόσθεσης

· 
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(το μηδέν είναι ουδέτερο στοιχείο)

· 
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(αντιμεταθετική ιδιότητα)

· 
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(προσεταιριστική ιδιότητα)
(2) Ο ορισμός της αφαίρεσης:

Αφαίρεση ονομάζεται η πράξη κατά την οποία προκύπτει η διαφορά δύο φυσικών αριθμών (που ονομάζονται μειωτέος και αφαιρετέος), και συμβολίζεται με το σύμβολο -.

	αφαίρεση
	
	

	
	
	
	
	

	13
	-
	5
	=
	18

	
	
	
	
	

	μειωτέος
	αφαιρετέος
	
	διαφορά


Ιδιότητες αφαίρεσης

· Στους φυσικούς αριθμούς ο αφαιρετέος πρέπει να είναι πάντα μικρότερος ή ίσος του μειωτέου.
· Αν από ένα φυσικό αριθμό α αφαιρεθεί το 0 ο αριθμός παραμένει αμετάβλητος (
[image: image29.wmf]α0α
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). Το ουδέτερο στοιχείο της αφαίρεσης είναι το 0. 

· Αν από έναν α αφαιρεθεί ο εαυτός του το αποτέλεσμα της πράξης είναι 0 (
[image: image30.wmf]αα0
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· Στην αφαίρεση δεν ισχύουν η αντιμεταθετική και προσεταιριστική ιδιότητα. 

Παρατηρήσεις:

· Το σύμβολο του μικρότερου ή ίσου είναι: 
[image: image31.wmf]£

 

· Το σύμβολο του μεγαλύτερου ή ίσου είναι: 
[image: image32.wmf]³

 

(3) Ο ορισμός του πολλαπλασιασμού:

Πολλαπλασιασμός ονομάζεται η πράξη κατά την οποία προκύπτει το γινόμενο δύο φυσικών αριθμών (που ονομάζονται παράγοντες), και συμβολίζεται με το σύμβολο (.
	πολλαπλασιασμός
	
	

	
	
	
	
	

	7
	(
	6
	=
	42

	
	
	
	
	

	παράγοντες
	
	γινόμενο


Ιδιότητες πολλαπλασιασμού

· 
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(το ένα είναι ουδέτερο στοιχείο)

· 
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(αντιμεταθετική ιδιότητα)

· 
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(προσεταιριστική ιδιότητα)

· 
[image: image36.wmf](
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(επιμεριστική ιδιότητα ως προς την πρόσθεση)

· 
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(επιμεριστική ιδιότητα ως προς την αφαίρεση)

· 
[image: image38.wmf]α00
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(Το μηδέν είναι απορροφητικό στοιχείο ως 


προς τον πολλαπλασιασμό) 

(4) Προτεραιότητα πράξεων των φυσικών αριθμών. 
Αριθμητική παράσταση ονομάζεται μια σειρά αριθμών οι οποίοι συνδέονται μεταξύ τους με τις γνωστές πράξεις.
Η σειρά με την οποία εκτελούμε τις διάφορες πράξεις καθορίζεται από τους εξής κανόνες:
· Αν στην αριθμητική παράσταση δεν υπάρχουν παρενθέσεις τότε:
1ο κάνουμε τους πολλαπλασιασμούς με την σειρά που αναγράφονται
2ο κάνουμε τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις από αριστερά προς τα δεξιά.
· Αν στην αριθμητική παράσταση υπάρχουν παρενθέσεις τότε:
1ο κάνουμε τις πράξεις μέσα στις παρενθέσεις εφαρμόζοντας την παραπάνω σειρά.

2ο κάνουμε τις υπόλοιπες πράξεις εφαρμόζοντας πάλι την παραπάνω σειρά. 

Παραδείγματα:

(1) Να υπολογίσετε τα γινόμενα:

a) 
[image: image39.wmf]4510

×=

 
b) 
[image: image40.wmf]321100

×=

 
c) 
[image: image41.wmf]41.000

×=

 
d) 
[image: image42.wmf]1610.000

×=

 
Λύση:
a) 
[image: image43.wmf]4510450

×=

 
b) 
[image: image44.wmf]32110032.100

×=

 
c) 
[image: image45.wmf]41.0004.000

×=

 
d) 
[image: image46.wmf]1610.0001.610.000

×=

 
(2) Να εκτελέσετε τις ακόλουθες πράξεις:

a) 
[image: image47.wmf]777773

×+×=

 
b) 
[image: image48.wmf]14888688

×+×=

 
c) 
[image: image49.wmf]3714374

×-×=

 
d) 
[image: image50.wmf]34599

×=

 
Λύση:

a) 
[image: image51.wmf](
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b) 
[image: image52.wmf](
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×+×=+=×=

×

 
c) 
[image: image53.wmf](

)

3714374371443710370

×-×=×-=×=

 
d) 
[image: image54.wmf](
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34599354100135.40035435.046
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(3) Να εκτελέσετε τις παρακάτω πράξεις:

a) 
[image: image55.wmf](

)

35128

++=

 

b) 
[image: image56.wmf](

)

12313443202

+-+=

 

c) 
[image: image57.wmf](

)

4435412
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d) 
[image: image58.wmf](

)
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-×+-×=

 

Λύση:

a) 
[image: image59.wmf](
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35128352055
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b) 
[image: image60.wmf](
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c) 
[image: image61.wmf](
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d) 
[image: image62.wmf](
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(4) Αν 
[image: image63.wmf]αβ8

+=

 και 
[image: image64.wmf]γδ3

-=

 να υπολογίσετε τις παρακάτω αριθμητικές παραστάσεις:

	(α) 
[image: image65.wmf]α56β2

++-

 
	(β) 
[image: image66.wmf]3

β9α

+++

 
	(γ) 
[image: image67.wmf]2
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Λύση:

(α) 
[image: image68.wmf](
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(β) 
[image: image69.wmf](
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(γ) 
[image: image70.wmf](
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[image: image71.wmf]283316925
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(5) Να υπολογίσετε το γκρίζο εμβαδόν στο παρακάτω σχήμα, γνωρίζοντας πως οι αναγραφόμενες διαστάσεις είναι σε cm:

[image: image72.emf]
Λύση:

Το εμβαδόν Ε του γκρίζου σχήματος είναι:

[image: image73.wmf](
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(6) Εννέα άτομα πάνε σε μια συναυλία. Δύο άτομα αγοράζουν εισιτήριο των 25 €, τρία των 20 € και τα υπόλοιπα των 15 €. Από τα εννιά άτομα τα πέντε αγοράζουν μπίρα που κοστίζει 3 € και από ένα κομμάτι πίτσα που κοστίζει 4 €. Πόσα € ξόδεψε συνολικά η παρέα των εννέα ατόμων.
Λύση:


[image: image74.wmf](
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[image: image75.wmf]110603517035205€

=++=+=


Ασκήσεις:

(1) Συμπλήρωσε τα παρακάτω κενά:

a) 
[image: image76.wmf]47......4.700

×=

 
b) 
[image: image77.wmf]43......430

×=

 
c) 
[image: image78.wmf]390......3.900.000

×=

 
(2) Συμπληρώστε τα κενά με τους κατάλληλους αριθμούς, ώστε να προκύψουν σωστά αθροίσματα:

(α)
	
	…
	4
	3
	2

	+
	6
	5
	…
	4

	…
	2
	…
	1
	6


(β)
	
	4
	…
	2

	+
	5
	7
	…

	…
	…
	1
	1


(γ)
	
	…
	3
	…
	1

	+
	
	8
	9
	…

	
	8
	…
	1
	6


(3) Το πρώτο κεφάλαιο των Μαθηματικών της Α΄ Γυμνασίου αρχίζει απ’ τη σελίδα 17 και τελειώνει στη σελίδα 78. Πόσες σελίδες περιλαμβάνει το κεφάλαιο αυτό;
(4) Αντιστοιχίστε κάθε γραμμή του πρώτου πίνακα με ένα από τα αποτελέσματα που υπάρχουν στο δεύτερο πίνακα.
	
[image: image79.wmf]1345

+++


	
	25

	
[image: image80.wmf]2345

++×


	
	120

	
[image: image81.wmf]2345

×+×


	
	13

	
[image: image82.wmf]2345

×××


	
	26


(5) Τοποθετήστε ένα ‘x’ στην σωστή θέση
	(α)
	153+37=
	170
	
	200
	
	190
	

	(β)
	123+25+77=
	250
	
	200
	
	225
	

	(γ)
	685-323=
	362
	
	358
	
	462
	

	(δ)
	6.321-3.595=
	2.724
	
	2.627
	
	2.726
	

	(ε)
	50-(16-1)=
	50+16-1
	
	(50-16)-1
	
	50-16+1
	

	(στ)
	43-12-8=
	43-(12+8)
	
	(43-12)-8
	
	43-20
	

	(ζ)
	45(10=
	450
	
	4,5
	
	4.500
	

	(η)
	93(100=
	930
	
	9.300
	
	93.000
	

	(θ)
	888(1.000=
	88.800
	
	888.000
	
	8.880
	


(6) Υπολογίστε τα παρακάτω γινόμενα, χρησιμοποιώντας την επιμεριστική ιδιότητα:

	(α)
	12(18
	(β)
	13(102
	(γ)
	14(99
	(δ)
	15(1.002

	(ε)
	16(999
	(στ)
	17(101
	(ζ)
	18(98
	(η)
	19(1.003


(7) Υπολογίστε το εμβαδόν του παρακάτω σταυρού, χρησιμοποιώντας κατάλληλα την επιμεριστική ιδιότητα.


(8) Αγοράσαμε διάφορα είδη οικιακής χρήσης που κόστιζαν: 143 €, 40 €, 48 €, 227 € και 142 €.
Να υπολογίσετε αν φτάνουν 600 € για να τα πληρώσουμε.
(9) Ο Κωνσταντίνος πήγε για ψώνια με 140 €. Σε ένα μαγαζί βρήκε ένα παντελόνι που κόστιζε 48 €, ένα πουκάμισο που κόστιζε 33 € και μια μπλούζα που κόστιζε 56 €. Του φτάνουν τα χρήματα για να τα αγοράσει όλα;
(10) Στο εργοστάσιο αυτοκινήτων LANCIA έφτιαξαν, σε ένα μήνα 157 αυτοκίνητα Ypsilon, 33 αυτοκίνητα Thema, 97 αυτοκίνητα Lybra και 22 αυτοκίνητα Phedra. Πουλήθηκαν 141 Ypsilon, 27 Thema, 88 Lybra και 19 Phedra. Πόσα αυτοκίνητα έμειναν απούλητα;

(11) Ο Κωνσταντίνος γεννήθηκε το 1992 και είναι 29 χρόνια μικρότερος από τον πατέρα του.

a. Πόσων χρονών είναι ο Κωνσταντίνος σήμερα;
b. Πότε γεννήθηκε ο πατέρας του;

(12) Μια πολυκατοικία έχει 7 πατώματα. Τα 5 πατώματα έχουν 4 διαμερίσματα 4 δωματίων και τα υπόλοιπα πατώματα έχουν 3 διαμερίσματα των 5 δωματίων. Πόσα δωμάτια έχει συνολικά η πολυκατοικία;
(13) Ένας επαγγελματίας ενημερώνει τα φορολογικά του βιβλία για τις αποδείξεις που έκοψε στο διάστημα ενός μήνα. Έχει κόψει τα παρακάτω παραστατικά:
	Αποδείξεις Λιανικής Πώλησης:
	Από τον αριθμό 185 μέχρι και 257

	Τιμολόγια Πώλησης:
	Από τον αριθμό 85 μέχρι και 157

	Αποδείξεις Παροχής Υπηρεσιών:
	Από τον αριθμό 94 μέχρι και 352

	Τιμολόγια Παροχής Υπηρεσιών:
	Από τον αριθμό 18 μέχρι και 87.


Πόσα έκοψε από κάθε είδος;

(14) Γράψτε όλα τα ζευγάρια των φυσικών αριθμών που έχουν γινόμενο 36. Ποιοι είναι αυτοί που έχουν το ίδιο άθροισμα;

1.3 Δυνάμεις φυσικών αριθμών

Τι θα μάθουμε:

1. Τι ονομάζεται δύναμη του α στη ν ή νιοστή δύναμη του α. 

3. Τι ονομάζεται βάση δύναμης.

2. Τι ονομάζεται εκθέτη δύναμης.

3. Τι ονομάζεται τετράγωνο του α.

4. Τι ονομάζεται κύβος του α.
5. Με τι ισούνται οι δυνάμεις 
[image: image83.wmf]0

α

, 
[image: image84.wmf]1

α

, 
[image: image85.wmf]ν

1

 και 
[image: image86.wmf]ν

0

 (
[image: image87.wmf]ν0

¹

)

6. Εύκολο τρόπο υπολογισμού δυνάμεων με βάση το 10.

7. Τι σημαίνει ανάπτυγμα αριθμού σε δυνάμεις του 10.
8. Τι ονομάζουμε αριθμητική παράσταση.

9. Προτεραιότητα πράξεων σε μια αριθμητική παράσταση
Ορισμοί:

(1) Ορισμός της δύναμης:
Τα γινόμενα που προκύπτουν από τον πολλαπλασιασμό του ίδιου αριθμού α ονομάζονται δυνάμεις.

	Δύναμη του α στη ν ή

νιοστή δύναμη του α

	
[image: image88.wmf]ν

α


	=
	
[image: image89.wmf]νπαράγοντες

ααα...α

××××

1444442444443



	Βάση
	
	Εκθέτης


· Η δύναμη 
[image: image90.wmf]2

α

 λέγεται και τετράγωνο του α

· Η δύναμη 
[image: image91.wmf]3

α

 λέγεται και κύβος του α

· Κάθε φυσικός αριθμός υψωμένος στη μηδενική δύναμη ισούται με 1, δηλαδή 
[image: image92.wmf]0

α1

=


· Κάθε φυσικός αριθμός υψωμένος στην πρώτη δύναμη ισούται με τον ίδιο αριθμό, δηλαδή 
[image: image93.wmf]1

αα

=


· Η μονάδα υψωμένη σε οποιαδήποτε δύναμη ισούται με 1, δηλαδή 
[image: image94.wmf]ν

11

=


· Όλες οι φυσικές δυνάμεις του μηδενός ισούνται με 0, δηλαδή 
[image: image95.wmf]ν

00

=

 

· Για να υπολογίσουμε την δύναμη 
[image: image96.wmf]ν

10

 γράφουμε τον αριθμό 1 και δεξιά αυτού ν μηδενικά, δηλαδή 
[image: image97.wmf]ν

νμηδενικά

101000...0

=

144424443


Οι δυνάμεις του 10 εκφράζουν τα ψηφία ενός αριθμού ανάλογα με την αξία τους, δηλαδή:

Μονάδα 
[image: image98.wmf]0

110

=

, δεκάδα 
[image: image99.wmf]1

1010

=

, εκατοντάδα 
[image: image100.wmf]2

10010

=

, χιλιάδα 
[image: image101.wmf]3

1.00010

=

 κ.ο.κ

Άρα κάθε φυσικός αριθμός μπορεί να γραφεί με δυνάμεις του 10 αν η κάθε δύναμη πολλαπλασιαστεί με το αντίστοιχο ψηφίο του αριθμού.

Δηλαδή, 


[image: image102.wmf]10

1411041110410
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[image: image103.wmf]210
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[image: image104.wmf]3210
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Η παραπάνω μορφή γραφής των αριθμών ονομάζεται ανάπτυγμα φυσικού αριθμού σε δυνάμεις του 10.
Προτεραιότητα των πράξεων σε αριθμητικές παραστάσεις που περιέχουν και δυνάμεις.
Βήμα 1ο : Υπολογισμός δυνάμεων

Βήμα 2ο : Εκτέλεση πολλαπλασιασμών και διαιρέσεων

Βήμα 3ο : Εκτέλεση προσθέσεων και αφαιρέσεων.

Αν υπάρχουν παρενθέσεις, εκτελούμε πρώτα τις πράξεις μέσα στις παρενθέσεις με την παραπάνω σειρά.

Παραδείγματα:

(1) Να υπολογιστούν το τετράγωνο, ο κύβος, η τέταρτη, η πέμπτη και η έκτη δύναμη του 10.
Λύση:

(α) 
[image: image105.wmf]2

10100

=

 

(β) 
[image: image106.wmf]3

101.000

=

 

(γ) 
[image: image107.wmf]4

1010.000

=

 

(δ) 
[image: image108.wmf]5

10100.000

=

 

(ε) 
[image: image109.wmf]6

101.000.000

=

 

(2) Να εκτελεστούν οι πράξεις: 

(α) 
[image: image110.wmf](

)

(
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×+×+

 
(β) 
[image: image111.wmf](
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Λύση:

(α) 

[image: image112.wmf](
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[image: image113.wmf]100.0001.000101.000

=+=


(β)
 
[image: image114.wmf](
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(3) Να γραφεί το ανάπτυγμα του αριθμού 
[image: image115.wmf]13.507

 με χρήση των δυνάμεων του 10.

Λύση:


[image: image116.wmf]13.507110.00031.000510001071
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[image: image117.wmf]432

11031051071
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Ασκήσεις

(1) Να γραφούν με τη μορφή των δυνάμεων τα γινόμενα:

(α) 
[image: image118.wmf]444444

×××××


(β) 
[image: image119.wmf]5555533

××××××

 

(γ) 
[image: image120.wmf]111111111

××××××××

 

(δ) 
[image: image121.wmf]ααα

××

 

(ε) 
[image: image122.wmf]xxxxxxx

××××××

 
(στ) 
[image: image123.wmf]33333

βββ

×××××××

 
(2) Να γίνουν οι πράξεις:

(α) 
[image: image124.wmf]2

45

×

 

(β) 
[image: image125.wmf]3

103310

×+×

 

(γ) 
[image: image126.wmf]25

352

×+

 

(δ) 
[image: image127.wmf]5

352

×+

 

(ε) 
[image: image128.wmf](
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×+

 

(3) Να γίνουν οι πράξεις:

(α) 
[image: image129.wmf]45623

22233
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(β) 
[image: image130.wmf](
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(4) Να μετατραπούν σε αναπτυγμένη μορφή με χρήση των δυνάμεων του 10 οι αριθμοί:
(α) 
[image: image131.wmf]35.354

 

(β) 
[image: image132.wmf]123.456

 

(γ) 
[image: image133.wmf]803.580

 

(5) Να υπολογιστούν οι δυνάμεις:

(α) 
[image: image134.wmf]0

2013

 

(β) 
[image: image135.wmf]1

2014


(γ) 
[image: image136.wmf]2012

0

 

(δ) 
[image: image137.wmf]2001

1

 

(ε) 
[image: image138.wmf]0

0

 

(6)  Να υπολογιστεί η αριθμητική παράσταση:


[image: image139.wmf](
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1.4 Ευκλείδεια διαίρεση – Διαιρετότητα

Τι θα μάθουμε:

1. Τι είναι Ευκλείδεια διαίρεση
2. Τι ονομάζουμε Διαιρετέο, Διαιρέτη, Πηλίκο, Υπόλοιπο
3. Πότε μια διαίρεση ονομάζεται τέλεια
Ορισμοί:

Ορισμός Ευκλείδειας διαίρεσης:
	Όταν δοθούν δύο φυσικοί αριθμοί Δ και δ, τότε υπάρχουν δύο άλλοι  φυσικοί αριθμοί π και υ, έτσι ώστε να ισχύει:
Δ = δ ( π + υ.
Ο αριθμός Δ λέγεται διαιρετέος, ο δ λέγεται διαιρέτης, ο αριθμός π ονομάζεται πηλίκο και το υ υπόλοιπο της διαίρεσης. 
	[image: image140.png][oapetoc)
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Το υπόλοιπο είναι αριθμός πάντα μικρότερος του διαιρέτη:  
υ < δ.
Η διαδικασία αυτή ονομάζεται Ευκλείδεια Διαίρεση.
Παρατηρήσεις

· Αν το υπόλοιπο υ είναι 0, τότε λέμε ότι έχουμε μία τέλεια διαίρεση δηλαδή: 
Δ = δ ( π.
· Στους φυσικούς αριθμούς η τέλεια διαίρεση είναι πράξη αντίστροφη του πολλαπλασιασμού, όπως είναι και η αφαίρεση πράξη αντίστροφη της πρόσθεσης.
· Ο διαιρέτης δ μιας διαίρεσης δεν μπορεί να είναι 0.
· Όταν Δ = δ, τότε το πηλίκο π = 1

α : α = 1

· Όταν ο διαιρέτης δ = 1, τότε το πηλίκο π = Δ  
α : 1 = α

· Όταν ο διαιρετέος Δ = 0, τότε το πηλίκο π = 0 
0 : α = 0

Προτεραιότητα πράξεων σε μια αριθμητική παράσταση που περιέχει και διαίρεση

Η διαίρεση έχει την ίδια προτεραιότητα με την πράξη του πολλαπλασιασμού.
Παραδείγματα:
(1) Ποιες από τις παρακάτω ισότητες εκφράζουν Ευκλείδεια διαίρεση;

	(α) 
[image: image141.wmf]972345

=×+

 
	(β) 
[image: image142.wmf]777322341

=×+

 
	(γ) 
[image: image143.wmf]2105242

=×+

 


Λύση:
(α) Έχουμε 
[image: image144.wmf]υ5

=

, που είναι μικρότερος από το 23 και μεγαλύτερος από το 4. Άρα, είναι υπόλοιπο Ευκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη μόνο το 23 και όχι το 4.

(β) Έχουμε 
[image: image145.wmf]υ41

=

, που είναι μεγαλύτερος από το 32 και από το 23. Άρα, δεν είναι υπόλοιπο Ευκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη το 32 ή το 23.

(γ) Έχουμε 
[image: image146.wmf]υ2

=

, που είναι μικρότερος από το 52 και από το 4. Άρα, είναι υπόλοιπο Ευκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη είτε το 52 είτε το 4.

(2) Αν ν είναι φυσικός αριθμός, ποια μπορεί να είναι τα υπόλοιπα της διαίρεσης 
[image: image147.wmf]ν:5

 
Λύση:

Τα υπόλοιπα της διαίρεσης είναι όλοι οι φυσικοί αριθμοί που είναι μικρότεροι του 5, δηλαδή οι αριθμοί 0, 1, 2, 3 και 4.

(3) Αν ένας αριθμός διαιρεθεί δια 8 δίνει πηλίκο 42 και υπόλοιπο 3. Ποιος είναι ο αριθμός;
Λύση:

Ο ζητούμενος αριθμός είναι ο διαιρετέος Δ της Ευκλείδειας διαίρεσης με διαιρέτη 8, πηλίκο 42 και υπόλοιπο 3. Δηλαδή:


[image: image148.wmf]Δ42833363339

=×+=+=


(4) Αν σήμερα είναι Τετάρτη, τι μέρα θα είναι σε 1.257 ημέρες;

Λύση:

Πρέπει να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθμού 1.257 με το 7 που είναι το πλήθος των ημερών της εβδομάδας. Δηλαδή:
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Συνεπώς αν προσθέσουμε 4 ημέρες στην Τετάρτη θα έχουμε Κυριακή.

Ασκήσεις
(1) Να κάνετε την ευκλείδεια διαίρεση 127:8 και να γράψετε την ισότητα της διαίρεσης.
(2) Να εξετάσετε αν η ισότητα 
[image: image149.wmf]9712713

=×+

 εκφράζει Ευκλείδεια διαίρεση και ποια.

(3) Να εξετάσετε αν η ισότητα 
[image: image150.wmf]9715911

=×+

 εκφράζει Ευκλείδεια διαίρεση και ποια.

(4) Να εξετάσετε αν η ισότητα 
[image: image151.wmf]1421786

=×+

 εκφράζει Ευκλείδεια διαίρεση και ποια.

(5) Ένας αριθμός διαιρείται με το 9 δίνει πηλίκο 13 και υπόλοιπο 5. Ποιος είναι ο αριθμός;

(6) Ένας αριθμός διαιρείται με το 3 δίνει πηλίκο 12 και υπόλοιπο 2. Ποιος είναι ο αριθμός;

(7) Να εκτελεστούν οι ακόλουθες διαιρέσεις και να γραφούν σύμφωνα με την ισότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης: 

	(α) 
[image: image152.wmf]76:6


	(β) 
[image: image153.wmf]241:32


	(γ) 
[image: image154.wmf]1.763:75


	(δ) 
[image: image155.wmf]12.567:139

  


(8) Ποιες από τις παρακάτω ισότητες εκφράζουν Ευκλείδεια διαίρεση;

	(α) 
[image: image156.wmf]791267

=×+

 
	(β) 
[image: image157.wmf]322171816

=×+

 
	(γ) 
[image: image158.wmf]209131514

=×+

 

	(δ) 
[image: image159.wmf]37657

=×+

 
	(ε) 
[image: image160.wmf]17317920

=×+

 
	(στ) 
[image: image161.wmf]65792

=×+

 


(9) Το πηλίκο της διαίρεσης 
[image: image162.wmf]Δ:23

 είναι 25 και το υπόλοιπο 12. Να βρείτε το φυσικό αριθμό Δ.

(10) Ένας αριθμός αν διαιρεθεί με το 15 δίνει πηλίκο 20 και υπόλοιπο 13. Ποιος είναι ο αριθμός;
(11) Ποια είναι τα πιθανά υπόλοιπα της διαίρεσης 
[image: image163.wmf]Δ:5

 

(12) Ποιοι αριθμοί όταν διαιρούνται με το 9 δίνουν πηλίκο 8;

(13) Αν Δ είναι φυσικός αριθμός

a) Να υπολογίσετε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων 
[image: image164.wmf]Δ:9


b) Να βρείτε τους φυσικούς αριθμούς Δ που, διαιρούμενοι με το 9 δίνουν πηλίκο 5

(14) Με τη βοήθεια της Ευκλείδειας διαίρεσης να βρείτε:

a) Ποια ημέρα θα έχουμε σε 50 ημέρες, αν σήμερα είναι Πέμπτη.

b) Σε πόσες τετράδες μπορούν να παραταχθούν 26 μαθητές ενός τμήματος.

c) Σε πόσες αυγοθήκες των 6 θέσεων μπορούμε να συσκευάσουμε 286 αυγά.
1.5 Χαρακτήρες διαιρετότητας – ΜΚΔ – ΕΚΠ – Ανάλυση αριθμού σε γινόμενο πρώτων παραγόντων

Τι θα μάθουμε:

1. Τι είναι πολλαπλάσια ενός φυσικού αριθμού

2. Τους χαρακτήρες διαιρετότητας
3. Τι είναι ΕΚΠ

4. Τι είναι διαιρέτες ενός φυσικού αριθμού

5. Τις ιδιότητες των διαιρετών

6. Τι είναι πρώτος αριθμός

7. Τι είναι σύνθετος αριθμός

8. Τι είναι ΜΚΔ

9. Ποιοι αριθμοί λέγονται πρώτοι μεταξύ τους
10. Τι είναι γινόμενο πρώτων παραγόντων.

11. Πως μετατρέπουμε έναν αριθμό σε γινόμενο πρώτων παραγόντων

12. Πώς να υπολογίζουμε το ΕΚΠ και το ΜΚΠ.

Μαθαίνουμε
Πολλαπλάσια ενός φυσικού αριθμού είναι οι άπειροι αριθμοί που προκύπτουν από τον πολλαπλασιασμό του με όλους τους φυσικούς αριθμούς. 

Χαρακτήρες διαιρετότητας

· Κάθε φυσικός αριθμός διαιρεί τα πολλαπλάσια του.

· Κάθε φυσικός αριθμός που διαιρείται από έναν άλλο φυσικό αριθμό είναι πολλαπλάσιο του.

· Αν ένας φυσικός αριθμός διαιρεί έναν άλλον φυσικό αριθμό θα διαιρεί και τα πολλαπλάσια του.

· Αν ένας φυσικός αριθμός διαιρεί δυο άλλους φυσικούς αριθμούς, τότε διαιρεί το άθροισμα τους και τη διαφορά τους.
Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) δύο ή περισσότερων φυσικών αριθμών ονομάζουμε το μικρότερο από τα κοινά πολλαπλάσια των αριθμών που δεν είναι 0.

Διαιρέτες ενός φυσικού αριθμού είναι όλοι οι αριθμοί που τον διαιρούν.
Ιδιότητα:

· Κάθε αριθμός έχει διαιρέτες τον εαυτό του και την μονάδα.

Πρώτος αριθμός λέγεται ο αριθμός που έχει για διαιρέτες μόνο τον εαυτό του και την μονάδα.

Σύνθετος αριθμός λέγεται ο αριθμός που δεν είναι πρώτος.

Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης (ΜΚΔ) δύο ή περισσότερων φυσικών αριθμών ονομάζουμε το μεγαλύτερο από τους κοινούς διαιρέτες των αριθμών.

Πρώτοι μεταξύ τους ονομάζονται δύο φυσικοί αριθμοί που ο ΜΚΔ τους ισούται με 1.

Ανάλυση ενός σύνθετου φυσικού αριθμού σε γινόμενο πρώτων παραγόντων λέμε την εργασία που κάνουμε ώστε να γράψουμε τον αριθμό σε ίσο γινόμενο πρώτων μόνο αριθμών.

Μέθοδος ανάλυσης σε γινόμενο πρώτων παραγόντων

· Διαιρούμε τον αριθμό με το μικρότερο πρώτο διαιρέτη του

· Το πηλίκο που προκύπτει, το διαιρούμε ξανά με το μικρότερο πρώτο διαιρέτη του και συνεχίζουμε όμοια μέχρι να βρούμε πηλίκο 1.

Μέθοδοι εύρεσης του ΕΚΠ και του ΜΚΔ

Τους τρόπους εύρεσης του ΕΚΠ και του ΜΚΔ θα τους δούμε παρακάτω με παραδείγματα.
Κριτήρια διαιρετότητας

1. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 2, αν το τελευταίο του ψηφίο διαιρείται ακριβώς με το 2.

2. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 3, αν το άθροισμά των ψηφίων του διαιρείται ακριβώς με το 3.

3. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 4, αν τα δυο τελευταία του ψηφία σχηματίζουν αριθμό που διαιρείται ακριβώς με το 4.
4. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 5, αν το τελευταίο του ψηφίο διαιρείται ακριβώς με το 5.
5. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 6 αν είναι ταυτόχρονα διαιρετός και με το 2 και με το 3.

6. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 9, όταν το άθροισμα των ψηφίων του διαιρείται ακριβώς με το 9.
7. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 10, αν το τελευταίο του ψηφίο είναι 0.
8. Ένας ακέραιος διαιρείται ακριβώς με το 25, αν τα δυο τελευταία του ψηφία σχηματίζουν αριθμό που διαιρείται ακριβώς με το 25.
Παραδείγματα:

(1) Ο αριθμός 174 διαιρείται με το 3 γιατί 1+7+4=12 (2+1=3), ο 969 το ίδιο γιατί 9+6+9=24 (2+4=6) κλπ.
(2) Ο 324 διαιρείται με το 4, γιατί και το 24 (δύο τελευταία) είναι διαιρετό από το 4
(3) Ο 678 είναι διαιρετός από το 6 γιατί διαιρείται και με το 2 (ζυγός) και με το 3 (6+7+8=21=2+1=3)
(4) Ο 351 διαιρείται ακριβώς με το 9 γιατί 3+5+1=9. Το ίδιο και ο 459 γιατί 4+5+9=18(8+1=9)
(5) Να βρεθούν όλα τα πολλαπλάσια του 8 που είναι μικρότερα του 100.

Λύση:


[image: image165.wmf]{
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(6) Να βρεθούν όλα τα πολλαπλάσια του 4 που είναι μικρότερα του 30 και μεγαλύτερα του 10.

Λύση:


[image: image166.wmf]{

}
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(7) Να βρεθούν οι διαιρέτες του 16

Λύση:


[image: image167.wmf]{
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(8) Να βρεθούν οι διαιρέτες του 21

Λύση:


[image: image168.wmf]{
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(9) Να αναλυθεί σε γινόμενο πρώτων παραγόντων ο αριθμός 840

Λύση:
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Άρα 
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(10) Να αναλυθεί σε γινόμενο πρώτων παραγόντων ο αριθμός 1.188

Λύση:


[image: image171.wmf]1.1882

5942

2973

993

333

1111

1


Άρα 
[image: image172.wmf]23
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(11) Να βρεθεί ο ΜΚΔ(840, 1.188)

Λύση:

1ος τρόπος

Αναλύουμε σε γινόμενο πρώτων παραγόντων τους αριθμούς 840 και 1.188.(το έχουμε κάνει στα παραπάνω παραδείγματα)


[image: image173.wmf]3
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[image: image174.wmf]23
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Άρα 
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2ος τρόπος

	840
	1.188
	Κατεβάζουμε το μικρότερο 840 από κάτω του

	840
	348
	Κάτω από τον 1.188 γράφω το υπόλοιπο της διαίρεσης του 1.188 με τον 840. Κατεβάζω το μικρότερο 348 από κάτω του

	144
	348
	Κάτω από το 840 γράφω το υπόλοιπο της διαίρεσης του 840 με τον 348. Κατεβάζω το μικρότερο 144 από κάτω του

	144
	60
	Κάτω από τον 348 γράφω το υπόλοιπο της διαίρεσης του 348 με τον 144. Κατεβάζω το μικρότερο 60 από κάτω του

	24
	60
	Κάτω από τον 144 γράφω το υπόλοιπο της διαίρεσης του 144 με τον 60. Κατεβάζω το μικρότερο 24 από κάτω του

	24
	12
	Κάτω από τον 60 γράφω το υπόλοιπο της διαίρεσης του 60 με τον 24. Κατεβάζω το μικρότερο 12 από κάτω του

	0
	12
	Ο ΜΚΔ είναι το 12


(12) Να βρεθεί το ΕΚΠ(840, 1.188)

Λύση:

1ος τρόπος

Αναλύουμε σε γινόμενο πρώτων παραγόντων τους αριθμούς 840 και 1.188.(το έχουμε κάνει στα παραπάνω παραδείγματα)
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2ος τρόπος

	840
	1.188
	2

	420
	594
	2

	210
	297
	2

	105
	297
	3

	35
	99
	3

	35
	33
	3

	35
	11
	5

	7
	11
	7

	1
	11
	11

	
	1
	


ΕΚΠ=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image180.wmf]83.160
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:   
Κάθε αριθμός έχει διαιρέτες το 1 και τον εαυτό του.  1(α=α άρα το 1 και το α παράγοντες του α επομένως το 1 και το α διαιρέτες του α..

(13) Να βρεθούν οι διαιρέτες του  18 και του 16. 

Λύση

  Γράφουμε όλα τα γινόμενα φυσικών που μας δίνουν αποτέλεσμα 18,16.

        1(18=18                      1(16=16 

        2(9=18                        2(8=16

        3(6=18                        4(4=16

        6(3=18                        8(2=16

 (από αυτό το σημείο τα γινόμενα αρχίζουν να επαναλαμβάνονται.) 
[image: image181.wmf]
Γνωρίζουμε ότι οι παράγοντες ενός αριθμού είναι και διαιρέτες του, 

άρα  
[image: image182.wmf]18

Δ

=({1,2,3,6,9,18}          
[image: image183.wmf]16

Δ

 =({1,2,4,8,16}

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 
· Οι διαιρέτες ενός αριθμού είναι πεπερασμένοι το πλήθος.   

· Οι διαιρέτες ενός φυσικού αριθμού είναι μικρότεροι ή το πολύ ίσοι με τον αριθμό.  

· Ο Μ.Κ.Δ είναι πάντα μικρότερος ή ίσος από τον μικρότερο των αριθμών.
(14) Έχουμε 36 ίδια βιβλία, 30 τετράδια και 12 στυλούς.  Πόσα το πολύ όμοια δέματα θα φτιάξουμε και πόσα βιβλία, τετράδια , στυλούς, θα έχει το κάθε δέμα;

Λύση: 

Εάν ο αριθμός των δεμάτων είναι x.  Τότε το x διαιρεί ακριβώς τα 36 βιβλία, 30 τετράδια και τους 12 στυλούς.  Άρα είναι διαιρέτης και του 36 και του 30 και του 12. Επομένως είναι Κ.Δ (36,30,12)

Οι κοινοί διαιρέτες του 36,30,12 είναι (1,2,3,6). εμείς θέλουμε τα περισσότερα δέματα άρα θέλουμε  το Μ.Κ.Δ (30,36,12,)=6  

Επομένως  x=6. Μπορούμε να φτιάξουμε 6 δέματα το πολύ. 

Κάθε δέμα περιέχει 36:6=6 βιβλία 30:6=5 τετράδια 12:6=2 στυλούς

Ασκήσεις

(1) Να υπολογιστεί το ΕΚΠ και ο ΜΚΔ των αριθμών 540 και 336

Λύση:

Αναλύουμε σε γινόμενο πρώτων παραγόντων τους αριθμούς 540 και 336.
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[image: image187.wmf]23
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[image: image188.wmf]4
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Άρα 
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(2) Να βρεθεί το ΕΚΠ(12,16,18)

Λύση:

1ος τρόπος

Βρίσκω τα πολλαπλάσια των αριθμών 12, 16, 18:


[image: image191.wmf]{
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[image: image192.wmf]{
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[image: image193.wmf]{
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Το μικρότερο κοινό πολλαπλάσιο που δεν είναι 0 είναι το 144. Άρα 
[image: image194.wmf](
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2ος τρόπος
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3ος τρόπος

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:


[image: image197.wmf]2
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Έτσι 
[image: image200.wmf](

)
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(3) Να βρεθεί ο 
[image: image201.wmf](

)

ΜΚΔ12,16,18


Λύση:

1ος τρόπος
Βρίσκω τους διαιρέτες των αριθμών 12, 16, 18
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[image: image203.wmf]{
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Ο μεγαλύτερος κοινός διαιρέτης είναι ο αριθμός 2, έτσι: 
[image: image205.wmf](
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2ος τρόπος


[image: image206.wmf]121618

1246

042

002


Στην πρώτη γραμμή γράφουμε τους αριθμούς και κατεβάζουμε το μικρότερο, δηλαδή τον 12. Κάτω από τους άλλους γράφουμε τα υπόλοιπα της διαίρεσης τους με το 12. Συνεχίζουμε αυτή τη διαδικασία μέχρι να βρούμε μια γραμμή με όλους τους αριθμούς 0, εκτός από ένα. Ο αριθμός αυτός είναι ο ΜΚΔ. Έτσι εδώ: 
[image: image207.wmf](
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3ος τρόπος

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Έτσι 
[image: image211.wmf](

)
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(4) Να βρεθεί ο 
[image: image212.wmf](

)

ΜΚΔ3.240,3.024,1.440


Λύση:

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Έτσι 
[image: image216.wmf](
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(5) Να εξεταστεί αν οι αριθμοί 12 και 21 είναι πρώτοι μεταξύ τους

Λύση:

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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=×


Υπολογίζω το ΜΚΔ
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Δεν είναι 1 άρα δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους

(6) Να εξεταστεί αν οι αριθμοί 32 και 21 είναι πρώτοι μεταξύ τους

Λύση:

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Υπολογίζω το ΜΚΔ


[image: image222.wmf](
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Είναι 1 άρα είναι πρώτοι μεταξύ τους.

(7) Να βρεθούν όλα τα πολλαπλάσια του 3 που είναι μικρότερα ή ίσα του 30.

Λύση:


[image: image223.wmf]{

}
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Π0,8,16,24,32,40,48,56,64,72,80,88,96

=


(8) Να βρεθούν όλα τα πολλαπλάσια του 5 που είναι μικρότερα του 70 και μεγαλύτερα του 20.

Λύση:


[image: image224.wmf]{

}

12,16,20,24,28


(9) Να βρεθούν οι διαιρέτες του 18
Λύση:


[image: image225.wmf]{

}

16

Δ1,2,4,8,16

=


(10) Να βρεθούν οι διαιρέτες του 19
Λύση:


[image: image226.wmf]{

}
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Δ1,3,7,21

=


(11) Να βρεθεί το ΕΚΠ(16,18,24)

Λύση:

1ος τρόπος

Βρίσκω τα πολλαπλάσια των αριθμών 12, 16, 18:


[image: image227.wmf]{
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=
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Π0,16,32,48,64,80,96,112,128,144,160,176
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Π0,18,36,54,72,90,108,126,144,162,180,19

8,216,...

=


Το μικρότερο κοινό πολλαπλάσιο που δεν είναι 0 είναι το 144. Άρα 
[image: image230.wmf](
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2ος τρόπος
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3ος τρόπος

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Έτσι 
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(12) Να βρεθεί ο 
[image: image237.wmf](
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ΜΚΔ16,18,24


Λύση:

1ος τρόπος

Βρίσκω τους διαιρέτες των αριθμών 12, 16, 18
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Ο μεγαλύτερος κοινός διαιρέτης είναι ο αριθμός 2, έτσι: 
[image: image241.wmf](
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2ος τρόπος

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Έτσι 
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(13) Να βρεθεί ο 
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ΜΚΔ15,20,25


Λύση:

1ος τρόπος

Βρίσκω τους διαιρέτες των αριθμών 12, 16, 18
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}

18

Δ1,2,3,6,9,18

=


Ο μεγαλύτερος κοινός διαιρέτης είναι ο αριθμός 2, έτσι: 
[image: image250.wmf](
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2ος τρόπος

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Έτσι 
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(14) Να βρεθεί ο 
[image: image255.wmf](
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ΜΚΔ360,2.160,480


Λύση:

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Έτσι 
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(15) Να εξεταστεί αν οι αριθμοί 15 και 24 είναι πρώτοι μεταξύ τους

Λύση:

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Υπολογίζω το ΜΚΔ
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Δεν είναι 1 άρα δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους

(16) Να εξεταστεί αν οι αριθμοί 27 και 18 είναι πρώτοι μεταξύ τους.
(17) Να βρεθούν οι διαιρέτες των αριθμών   21 , 48 , 36  , 30.
(18) Να βρεθεί ο ΜΚΔ των αριθμών α) 12,16  β)24 ,27  γ)18, 32 ,12
(19)  Να βρεθεί ο ΜΚΔ των αριθμών α) 25, 15   β) 17, 11  γ)  81,  27.

(20) Να βρεθεί ο ΜΚΔ  των αριθμών α) 26, 52, 91  β)  121, 242, 22.
(21) Όμοια  α)  
[image: image263.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.34, 44 

 β) 
[image: image264.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.22, 68

 γ) 
[image: image265.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.8, 18, 48 

 
     δ) 
[image: image266.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.360, 900

 

(22) Αν έχουμε 64 άνδρες, 52 γυναίκες και 120 παιδιά σε πόσες το πολύ ομοιόμορφες ομάδες δηλ. σε ομάδες που κάθε μία έχει ίδιο αριθμό ανδρών, γυναικών και παιδιών, και πόσους άνδρες , γυναίκες παιδιά έχει κάθε ομάδα ;

(23) Ένας ανθοπώλης έχει 32 τριαντάφυλλα, 56 γαρύφαλλα και 72 μαργαρίτες.  Πόσες το πολύ ίδιες ανθοδέσμες μπορεί να φτιάξει με όλα αυτά τα λουλούδια και πόσα λουλούδια από το κάθε είδος θα έχει ανθοδέσμη ;

(24) Ποιοί από τους παρακάτω αριθμούς είναι πρώτοι και ποιοί σύνθετοι   1, 8, 5, 11, 20, 17,  18, 22, 7, 16, 23, 19, 12, 32, 45, 35, 33, 41.

(25) Να βρείτε το Μ.Κ.Δ. στις παρακάτω περιπτώσεις: 


[image: image267.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.36, 84, 120

       


[image: image268.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.1.020, 20.40, 3.600

  


[image: image269.wmf](

)

Μ.Κ.Δ.12.400, 2.600, 33.000

 

[image: image270.wmf](
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Μ.Κ.Δ.240, 360, 120, 72

 

(26) Αν ο 
[image: image271.wmf]Μ.Κ.Δ.85,x

()

,10217 

=

και ο φυσικός αριθμός  x  περιέχεται μεταξύ των 34 και 68, να βρεθεί ο x .
(27) Σε πόσες το πολύ πτωχές οικογένειες μπορούν να μοιραστούν εξίσου 45800 δρχ. και 123 κιλά τρόφιμα, αν είναι γνωστό ότι θα περισσεύουν 800 δρχ. και 3 κιλά τρόφιμα.

(28) Αν 
[image: image272.wmf]M.

Κ.Δ.x, 2x, 36 

()

12 

=

 και 
[image: image273.wmf]x36

<

, να βρεθεί ο φυσικός αριθμός  x.
(29) Να βρεθεί ο ΜΚΔ  των αριθμών 24, 36, 84, και να δικαιολογήσετε ότι ο καθένας από αυτούς είναι πολλαπλάσιο του ΜΚΔ τους.
(30) Να βρείτε το ΕΚΠ και το ΜΚΔ των αριθμών 16 και 40.  Τους αριθμούς που θα βρείτε να του πολλαπλασιάσετε και το εξαγόμενο να το συγκρίνετε με το γινόμενο 
[image: image274.wmf]1640

×


Επαναληπτικές ερωτήσεις αυτοαξιολόγησης

Ασκήσεις Σωστού ή Λάθους

Τοποθετήστε ένα “x” στην αντίστοιχη θέση
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	Ισχύει ότι: 
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	Το γινόμενο 
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	Στη σειρά των πράξεων: 
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	(12)
	Η διαφορά δύο άρτιων αριθμών είναι άρτιος αριθμός
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	Το 48 είναι πολλαπλάσιο του 2 και του 3
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	Ο αριθμός 540 διαιρείται με το 3 και το 9
	
	
	

	
	
	
	
	

	(15)
	Ο 18 και ο 24 έχουν ΜΚΔ τον αριθμό 6
	
	
	

	
	
	
	
	

	(16)
	Το ΕΚΠ των 18 και 24 είναι ο αριθμός 72
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	Η διαίρεση 
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	Η σχέση 
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	Ο αριθμός 400 αναλύεται σε γινόμενο πρώτων παραγόντων ως 
[image: image290.wmf]22
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Λύση:

Μετατρέπω τους αριθμούς σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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Υπολογίζω το ΜΚΔ
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Είναι 1 άρα είναι πρώτοι μεταξύ τους.
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